Bai 4: Ham nhiéu bién

BAI 4: HAM NHIEU BIEN

o y)y=x2+y?

B0 e B
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BO .-

Nam duoc cac khai niém vé ham nhiéu bién,
dao ham riéng, vi phan, cyc tri nhiéu bién .

Lam duogc bai tdp vé ham nhiéu bién, dac biét
1a phan cyc tri ham nhiéu bién.

Thdi lugng

Bai nay dugc trinh bay trong 3 tiét Iy thuyét
va 6 tiét bai tap. Ban nén danh khoang 3 dén
4 iy ddong ho mdi tuan dé hoc bai nay.

Cac kién thirc can co

Céc ban can c6 kién thuc vé tinh gié1 han ham
sO (bai 1), phép tinh dao ham vi phéan (bai 2).

Bai nay trinh bay vé ham s nhiéu bién
s0, phép tinh gidi han, tinh chét lién tuc
va phép tinh dao ham, vi phan cua ham
nhiéu bién. Sau d6 ap dung cac kién thiic
nay vao bai toan cyc tri, bai todn nay co y
nghia rat 16n vé mat ung dung, tao co so
toan hoc cho cac bai toan ti uu hod trong
kinh té.

Huéng dan hoc ‘

Céac ban can xem ky cac vi du va lam
phan bai tap kem theo.
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Bai 4: Ham nhiéu bién

4.1.
4.1.1.

4.1.1.1.

4.1.1.2,

Gidi han va tinh lién tuc cua ham s6

Khai niém ham nhiéu bién

Khéi niém ham s6 mot bién sb phan anh sy phu thudc ciia mot ddi tuong (ham sé) vao
mot dbi twong khac (bién sd), sy phu thudc nay khong phd bién trong thuc té. Vi du
nhu san lugng ctia mot nha san xuat ludn phy thude vao nhidu yéu to gém co lao
dong, vbn...; gia ca cia mot hang hod trén thi truong khong chi phy thudc vao chi phi
san xuat ma con phu thudc vao yéu td cung — cau... Pé phan anh chinh xac cac hién
tugng thyuc té, trong phan nay chung ta s& xét khai niém ham sb nhiéu bién sd, phan
anh sy phu thudc cia mot ddi twong (ham s6) vao nhidu dbi tugng khac (nhidu bién
s6). D6i v6i ham mot bién s, mbi gia tri ciua bién doc 1ap s€ dat tuong tng v6i mot
gia tri ciia ham. D&i v6i ham sé nhiéu bién, mdi bo gia tri xac dinh ciia n bién s6 dit
tuong Uing voi mot gia tri cia ham 6. Néu ta coi mdi mot bd n bién s6 1a mot diém
(bién diém) thi ta lai quay vé dinh nghia ham nhiéu bién nhu ham sé cia mot bién
diém. Ta can tim hiéu mot s6 khai niém vé bo n bién sb.

Khong gian n chiéu

Trong chuong trinh phd thong, ching ta dd biét trong mit phing voi hé toa do
Descartes vudng goc Oxy cho trude, mdi mot diém M duoc dat tuong tng voi mot bo
hai s6 sép thor ty (x,y) cling chinh la toa d6 cua M trong h¢ toa do da chon; trong
khong gian ba chiéu véi hé toa do Descartes vudng goc Oxyz cho trude, mdi mot
diém M duoc dit twong Gmg véi mot bo ba sé sap thir tw (x,y,z) . Khai quat 1én ching
ta cling c6 khai niém diém trong khong gian n chiéu.

Dinh nghia:

Mbi bo n sé thuc sap thir twr (X,,X,,...,x,) dugc goi 14 mot diém n chiéu. Ta ky hiéu
diém boi chit in hoa M(x,,X,,...,X,).

Dinh nghia:

Khong gian diém n chiéu (khong gian n chiéu) 1a tap hop tit ca cac diém n chiéu,
trong d6 khoang cich giira hai diém M(x,,X,,...,X,) va N(Y,,¥55--¥,) dugc cho bdi

cong thuc:

d(M,N) =X, ¥, + (X, = ¥,)* F ot (X, = ¥,)° -

Khong gian n chiéu duoc ky hiéu boi R”

Trong trudng hop n=2,n=3 ta thiy riang cong thirc tinh khoang cach néi trén ciing
chinh 13 khoang cach Euclide di biét trong miat phing va khong gian.

Ham nhiéu bién

Dinh nghia:

Mot ham n bién s6 1a mot quy tic f:D — R, voi D 1a mot tip hop con cta khong
gian n chiéu R", cho tuong ung mdi diém M(X,,X,,...,X,) € D v61 mot va chi mot
gia tri f(M) e R. D duogc goi 1a mién xac dinh ctia ham sb.

Ta cling str dung ky hiéu u =f(x,,Xx,,...,X,);(X,,X,,...,X, ) € D dé chi ham s0 nay.
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4.1.1.3.

4.1.2,
4.1.2.1.

Vidu 1:
Cho ham s f: R” > R, £(x,,X,,.,X,) == X2 X2 —...= X .

Mién x4c dinh ctia ham s6 nay 1a:
D= {M(xl,...,xn) X+ XX < 1} .
Mién xéac dinh ty nhién ctia mot ham nhiéu bién 1a cac bd n sd sao cho khi thay vao
bicu thurc ciia ham s6 thi cac phép toan déu céd y nghia.
Trong nodi dung cua gi4o trinh ching ta thuong xét cac ham s hai bién lam vi du, cac
ham s6 nay ky hiéu boi z(x,y); (X, y);u(X,y)..., v6i (x,y) e Dc R?.
Dinh nghia:
Mién gia tri ciia ham s6 u = f(x,,X,,...,X,) 1a tp hop tt ca cac gi4 tri ctia ham s khi
diém M(X,,X,,...,X,) bién thién trong mién x4c dinh D.
Vi du 2:
e Hamsd f:D—>R,trongdd D:x*+y* <1, z=f(x,y) =+/1-x> —y*, mién gia trj
la: z>0.
e Ham s f:D—>R trong d6 D:x+y<l, f(x,y)=In(l-x—y), mién gia tri

la: (—oo,+oo),

Y nghia hinh hoc ctia ham hai bién

Dinh nghia:

D6 thi ciia ham s6 z =z(x,y) 1a tap hop tat ca cac diém M'(x,y,z) trong khong gian

R®, trong d6 (x,y) la toa do cua diém M thudc mién xac dinh D va z la gia tri cua

ham s6 tai diém do.

Do thi ciia ham hai bién s6 1a mot mat trong khong gian ba chiéu R®.

Vidu 3:

e D6 thi cia ham s6 z = z(x,y) =+/1-x*—y* 1a nira mit cau co tam tai gdc toa 46 O
va ban kinh R =1 nam trong nira khong gian z>0.

e DO thi cia ham sb z=4/x* +y* 1a mit nén tron xoay truc Oz, nam trong nira khong
gian z>0.

Gidi han cua ham nhiéu bién

Pinh nghia

Dinh nghia:

Ta noi diy diém {M,(x,x5,..,x5)} co gi6i han 1a (hoi tu dén) diém

M, (x!,x3,...,x") néu 1limd(Mk,M)=0; hay twong duong l{imxi‘ =x/;1<i<n.

Vi du 4:

Diy diém {Mn (Llj} hoi tu vé didm (1,0) khi n — +o0, vi:
n+l n
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lim — WPPdim - = 0.
n—)oon+1 n—)oon

Cho ham s f(x,,X,,..,X,): D> R, va mot diém Mo(x?,xg,...,xg) trong khong gian
sao cho ton tai cac day diém {M, } thudc D hoi tu vé diem M, khi n —> .
Pinh nghia: Néu véi moi day sb {M, } hoi tu vé diém M, ton tai gi6i han:

limf(M,)=1

n—owo
thi ta n6i ham sb u = f(x,,x,,...,x,) co gidi han  khi M — M, . Ky hiéu:

lim £(x,,%,,..,x,) =1 hogc lim f(M)=1.

Vi du 5:

lirrll(x+y2) =1.

y—0
That vy chon day diém {M, (x,,y,)} batky héi tu dén diém (1,0); tirc 1a:

Iimx, =1limy, =0.

Thi: lim(x, +y2)=1.

Theo dinh nghia ta co:
lim(x+y’)=1.
it
4.1.2.2. Tinh chat
Pinh ly:
Gia sit f(M);g(M) 1a hai ham s ¢6 gii han khi M — A . Khi do:
e lim [f(M)+g(M)]= lim £(M) £ lim g(M)

e lim[kf(M)]=k lim f(M) (k Ia hang sd)

o lim [f(M)g(M)]= lim £(M) lim g(M)

f(M) lim f(M)

— M-oA

MEAg(M)  lim g(M
gM)  lim g(M)

néu 1311_1;1}\ gM)=0.
Vi du 6:

a) Tim lim &

(x,5)—(0,0) ,X2+y2 ’
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Pyl e Ly

Theo nguyén ly gidi han kep suy ra:

Taco: 0L <x|—0 khi x —>0.

lim XY _o.

(x)>00) [y2 | (2

Xsiny —ysinx

b) Tim: lim =
(x,y)—(0,0) X" +y

|xsiny—ysinx

Xsiny— inx| 1|inx in|
Tacé:0S| > SIy=YyS -~ _smy

<] 1 o
Theo nguyén 1y kep suy ra:

lig XSiny—ysinx

=00 x4y

Ta thudng st dung nguyén 1y giéi han kep dé tim giéi han ctia ham s.

. : X
¢) Tim lim s fes o 7
(x3)-00) x* 4y

Ta chimg minh khong ton tai gii han noi trén.

That vay, xét hai ddy diém cung hoi tu dén diém (0,0) khi n — oo la:

(M, )M, =(l,lj va {M, }:M, G%)

Ta ¢6 véi: £(x,y) = ——— thi
X +y

limf(M,) =l;limf(Mn ") =g.
n—»o 2 now 5
Nhu vdy voi hai diy diém khac nhau cung tién vé diém (0,0) thi hai giéi han
tuong ng cta hai ddy gia tri ham s6 khong bang nhau. Vay khong ton tai gidi han
noi trén.

9

. . X
d) Tim: lim 4—}]2 .
(x,y)-(0,0) x* + 3y

Xét hai ddy diém cung tién vé diém (0,0) khi n — o0 :

I 1

M, }:M, =(—;—zj va {M, '};Mn'=(l;%)

2
.. X . , . T b £
Véi: g(x,y)=4—§2, ta tim dugc gioi han cua hai day gia tri ham so
X+

twong ung la:
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1 2
limg(M )=—;limg(M_")=—.
n—)oog( n) 4 n—)oog( n) 13

2
A A A - Rl . X
Vay khong ton tai giéi han:  lim 4—}’2 :
(x,y)>(0,0) x ¥ + 3y

CHU Y :

Chung ta can phan biét khai niém gidi han noi trén khi X, y dong thoi tién dén diém X0 Yo

v6i hai gi6i han lap, d6 1a khi ta lay gidi han theo X trudc y sau; hodc theo y trude x sau:

lim lim g(x,y) va lim lim g(x,y)
X=X Y=Yo Y=Yo X—=>Xg

No6i chung gidi han dong thoi va gidi han 1ap khong li€n quan dén nhau, c6 thé gidi han
dong thoi ton tai nhung khong ton tai gidi han ldp va nguoc lai.

Vidu7:
a) Trong vi du 6 ta dé thiy gi6i han khi x, y ddng thoi tién dén diém 0 khong ton tai,
tuy nhién hai gi6i han 13p ton tai:

lingg(x, y)=0(Vx#0)=> lirr(} lingg(x, y)=0
y—> x>0 y—>

lingg(x, y)=0(Vy#0)=> ling ling g(x,y)=0.
X y—0 x>

x,y)—(0,0

b) Xétgioihan: lim (x+Yy) sinlsinl .
( ) X y

Ta co: 0< <|x+y|—0 khi x,y > 0.

(x+y) sinlsinl
X4y

Theo nguyén ly gi61 han kep:

] |
lim (x+y)sin—sin—=0.
(x,9)—(0,0) X

Tuy nhién timg giéi han l3p khong ton tai. That vay do vai tro clia X, y nhu nhau
nén ta xét gidi han 1dp theo x trude, y sau. Voi y #0:

[=lim(x +y)sin 1 sin 1 =sin & limsin 3
x—=0 X y y x—0 X

R /8 ) A A .. Y F iy 1
khong ton tai, nén cling khong ton tai gigi han llng hrrg(x +y)sin—sin—.
y—0 x— X

4.1.3. Ham so lién tuc
Khéi niém hépl nhiéu bién sb lién tuc duoc dinh nghia nhu trong truong hop ciia ham
s0 mot bién so.
Dinh nghia:
Cho ham sé f:D— R xac dinh trén mién D c R", va M, la mot diém thuoc D.

Ham s6 f(M) dugc goi 1a lién tuc tai M, néu Jim £(M) =£(M,).
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TOFICA

Ham sb khong lién tyc tai diém M, dugc goi la gian doan tai diém do.

Néu ham s6 f (M) lién tuc tai moi diém M, thude mién D ta ndi f (M) lién tuc trén D.
Vidu 8:

e .z .. XsIny—ysinx
Ta da biet lim Z y2

x—0 X+ y
y—0

=0, nén ham so:

Xsiny —ysinx
fx,y)=1 x+y’
0 khi' (x,y) = (0,0)

khi (x,y)#(0,0)

lién tuc tai diém (0,0).

T dinh ly vé gidi han cua téng, hiéu, tich, thuong cia cic ham nhiéu bién sb, ta
chtrng minh dugc dinh 1y sau day vé ham lién tuc.

Pinh Iy:
Gia sa f(M);g(M) 1a hai ham s6 ciia bién diém n chiéu M(x,,x,...,x,) lién tuc tai
diém M, . Ta co:

e Cachamsé f(M)+g(M) va f(M)g(M) ciing lién tuc tai diém M, .

e Néu g(M,)#0 thi ham s T
gM

ciing lién tyc tai diém M, .

Cac dinh ly vé ham mot bién lién tuc trén doan dong [a,b] cling dugc mo rong cho
ham nhiéu bién lién tuc trén tap D.

Pinh ly:

Gia sir ham s6 f(M) cua bién diém n chiéu M(x,,X,,...,x,) xac dinh va lién tyuc
trén mién D v6i D ={(x,,X,,....X,):a, <X, <ba, <x,<b,;.;a, <x, <b }.

Khi do:

e Hamsb f (M) bi chan trén mién D, nghia la tdn tai mot héng s6 K >0 sao cho:

f(M)<K;¥YMeD.

e Ham sé f(M) dat gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat trén mién D.

e Gia st A,B Ia hai diém thuoc mién D sao cho f(A)f(B)<O0 thi ton tai mot diém
CeD saocho f(C)=0.

Néi riéng cac dinh nghia va dinh Iy néi trén déu dung cho trudng hop n=2.

Vidu9:

a) Xét ham so:

Xy .
= khi (x,y)#(0,0)
Fe,y)=1yx*+y’

0 khi (x,y)=(0,0).
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TOFICA

Tai nhitg diém (x,y) #(0,0), f(x,y) 1a thwong ctia hai ham s lién tyc v6i mau

s6 khac 0, nén f(x,y) lién tuc tai diém do.

Tai diém (0,0), theo vi du dd xét limf(x,y)=0=1(0,0) nén ham so lién tuc

y—0
tai (0,0). Vay f(x,y) lién tuc trén R,

b) Xét tinh lién tuc ciia ham sb:

xz(xz—yz) )
———— 2~ khi (x,y)#(0,0
I S

a khi (x,y)=(0,0).

Tai nhimmg diém (x,y) # (0,0) ham sé f(x,y) lién tuc.

2 2 2
< 3: A A , c . . X (X —
Tai diém (0,0), ta can tinh gigi han: lim %
xy)—>(0,0)  x" + y
Xét hai day diém cung tién dén (0,0) khi n — oo

{M, s M, (131) va {M, '};Mn'(g,lj.

nn n n

Gi6i han cua hai ddy gia tri ham s6 tuong tng la:

limf(M, ) =0;limf(M, ") :%,
X’ (x*-y")

do d6 khong ton tai giéi han:  lim y—
=00 x* 4y

Vay ham s6 da cho gian doan tai (0,0) .

4.2, Pao ham riéng va vi phan riéng

4.2.1. SO gia riéng va so gia toan phan
Mbt ham nhiéu bién u = f(x,,X,,...,x,) c6 thé xem nhu 12 ham s6 cia mot bién sb khi
ta cd dinh gia tri ctia cac bién con lai. Tl dy co6 thé dinh nghia s gia riéng ctia mot
ham nhiéu bién d6i véi mot bién s6 nao do. Trude hét ta xét véi n=2.
Xét ham s6 z = f(x,y) xéc dinh trén mién D, va M, (x,,y,) 1a mot diém thuoc mién D.
C6 dinh gid tri y =y, va cho x thay d6i mot lugng Ax thi gid trj ctia ham s6 thay doi 1a:

A z=1(x,+Ax,y,)— (X, ¥,)-

Tagoi A z 1a s6 gia riéng theo bién x cua ham sé z =f(x,y).
Tuong tu s6 gia riéng theo bién y cia ham s6 z =f(x,y) tai diém M, (x,,Y,) la:
Az= £(Xp, ¥, +AY) (X4, ¥,) -

S6 gia toan phan biéu thi su thay dbi gia tri cia ham s6 khi ca hai bién dong thoi thay
d6i. Néu x thay ddi luong Ax , y thay doi luong Ay, thi s6 gia toan phan cta ham s6 1a:

Az(X,,y,) = A (X,,y,) = (X, +AX,y, +Ay) —{(X,,¥,) -
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4.2.2.
4.2.2.1.

Vi du 10:
Cho ham sb: z = f(x,y) = Xy

Céc sd gia riéng theo bién x va bién y tai diém (X4, Y,) la:
A z(Xy,Y,) = (X, T AX)Y, =X, Y, = Yo AX
A, z(X,, Vo) =X, (Y, +AY) — X, ¥, = X,Ay .
S gia toan phan ctia ham sb 1a:
Az(X,,y,) = (X, +AX)(y, + Ay) = XY, = X Ay + ¥, AX + AxAy .

Tong quat, xét ham s6 cua bién diém n chiéu v =f(x,,x,,...,x,). SO gia riéng theo

bién x,, 1<i<n, tai diem M,(x},x3,....x.) la:

0 0 0 0 0 0 0 0 L0 0
A u=1(X],e 0 X, X H AKX e X ) = E(X 5 Xy X5 Ky Xy )

i-1° i+l i-1° i+1°°°2 “n
SO gia toan phan cua ham so6 tai diém do la:

0 0 0 0 0 0
Au=f(x; +AX,...X; +AX,,.., X, +AX ) —f(X],...., X, 0s X)) -

n

Pao ham riéng ctia ham nhiéu bién. Pao ham riéng ciia ham hgp

Pao ham riéng

Dinh nghia:

Dao ham riéng cia ham n bién u =f(x,,X,,...,X,) theo bién x,;(1<i<n) la gi6i han
cua ti sO gilra sO gia riéng theo bien x; cuia ham sO va so gia cua bién x; khi so gia

nay tién t6i 0

Pao ham riéng thuc chét 1a dao ham riéng theo mot bién sb khi tit ca cc bién con lai
nhan gié tri c6 dinh. Do do6 khi tinh dao ham riéng theo bién nao thi ta coi cac bién con
lai nhu 13 hang so, va tinh dao ham theo bién dang xét.

Vidu 11:

Cho ham s6 u =x*+3xy’ —=z*. Ta co:

u, ':2x+3y2;uy':6xy;uz':—4z3.

Trong truong hop n=2, xét ham s6 u=f(x,y) xac dinh trong mot mién D;
M,(X,,y,) 1a mot diém thuoc D. Pao ham riéng cia f d6i v6i bién x va bién y tai
diém M, la:

f' (XovyO) = llm A—xf = hm f(XO +AX3YQ)_f(X0,y0)
- M0 AX Ax—0 Ax

AL sl Ay)-f
f'y(X()ayO): lim —— = lim (Xo,y0+ Y) (Xo’yo) :
Ay—0 Ay Ay—0 Ay
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4.2.2.2,

Ta st dung cong thirc ndi trén dé tinh dao ham tai mot diém, con dbi véi ham sé cho
bd1 cong thire, ta s€ 4p dung cach tinh da néi ¢ trén: Khi tinh f ' ta coi ham s6 chi
phu thudc vao bién s6 x, nguoc lai khi tinh fy‘ ta coi ham sd chi phu thudc vao bién
sdy.

Vidu 12:

a) Tinh cac dao ham riéng cua f(x,y)=x’(y+2)+tg (Xy) + arcsiny—_1
X

tai diém (0,1).
Tacé: y, =1, f(x,1)=3x"+tg x suy ra:

1

=1
cos’ 0

£ (0,1) = (3% + tgx)'(0) = 6.0+

' (x,,1)=(3x% +1gx)'(x,) =6x, + —.
cos” X,

b) z=x’y+arctg (x+Yy)
@_3 5 1 of <k 1

Y+ ————— - ——————.
Ox I+(x+y)" 0Oy 1+ (x+Yy)

of

—=yx';—=x"Inx.

Xy !
khi (x,y)=#(0,0
9 fy)={x ey T OO

0 khi (x,y)=(0,0)

Tai diém (x,y) # (0,0) ta co:

o _y&+y)-2x"y _—yx’+y’ of _x(x’+y)-2xy’  x'-xy’
ox (x* +y*)’ (x*+y*)* "oy (x*+y?*) (x*+y*)*
Tai diém (x,y)=(0,0) ta co:

f(X,O)_f(OaO) :Oﬁ(o O):O
Jay >

oy (0,0) =1lim
16).¢ x>0 x—0
Cong thi'c dao ham ham hgp
Trudc hét ta néu khai niém ham sb hop ciia hai ham nhiéu bién sé.
Cho D 1a mot tap hop trong R”. Xét 4nh xa ¢:D — R*;9(X,y) = (u(x, y); v(X,y)) va
ham s6 hai bién f : p(D) > R;f(u,v) e R. Xét ham s6 F=fo@:D — R duoc xac dinh
nhu sau:

F:(x,y) € D (u(x,y), v(x,¥)) € o(D) - fu(x,y), v(x,y)) =F(x,y).

Ham s6 F dugc x4c dinh nhu trén duoc goi 1a ham sé hop cua hai ham fva o.
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Dinh ly:

S S g%, of of . LR S L ]
Neéu ham s0 f ¢6 cac dao ham riéng E’E la cac ham lién tyc trong @(D) va néu u,v

co cac dao ham riéng @;@;@;@ trong D thi trong D tdn tai cac dao ham riéng
Ox 0y Ox 0Oy

OF oF | ,

—;—vatacod:

OX

OF _of du of ov

+
Ox 6u8x 6V6X
OF of ou of ov

ok ———+——.
dy Oudy Ovoy
Tong quét gia st w = f(u,,u,,...,u, ):DcR™ - R" va mdi bién s6 u,;(1<i<m) lai
1 ham s6 ctia n bién u, = u,(x,,X,,...,X, ). Xét ham sé:
W= U (X, X, s Uy (X s X)) ] = 8% X))

cho tuong trng moi bién diém (x,,x,,...,x,) v6i mot gia tri w = g(x,,...,x,) nhu trén.

Quy tac nay cho ta ham s6 hop cua cdc ham s6 nhiéu bién w =f(u,,...,u, ) va
u =u,(X;,....X, ;1 <i<m.
Dao ham riéng cua ham s6 w theo bién x; dugc tinh theo cong thirc:

NN JCNC RO RO P
Ox, Ou, Ox, Ou, 0%, ou, 0x;

Vi du 13:
Cho ham s6: z=u",u= Xy,v=x>+y>.

Theo vi du 12: %zvuv_l %—u Inu. Ap dung dinh Iy v& dao ham ham hop,

ta duoc:
62 2 2 xz+y2—1 szryz
P (x" +y ) (xy) y+2x(xy)" ™ In(xy)
aZ b 2 x2+y2—1 xz+y2
—=x"+y)xy) x+2y(xy)” ™ In(xy).

ay
Sau day la mot sd trudng hop dic biét ciia ham s6 hop, ta néu cong thirc dao ham ham
hop dé st dung thuan tié€n hon.
o Néu z=f(x,y),y=y(x) thitaviétlai duoc z=f(x,y(x))=F(x) 1a mot ham s6 cua

x, khi do:
dz o0z 82
F'(x )——— y'(x).
dx ox 6y
o Néu z=f(x,y), trong d6 x = x(t),y = y(t) thi z=f(x(t),y(t)) =F(t). Khi do:
dZ 8x 8y

F'(t) = X (1) + AR
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4.2.3.

Vi phan toan phan va vi phan riéng
Gia st ham s6 z=f (x,y) xac dinh trén mién D va c6 cac dao ham riéng lién tuc tai
diém M, (x,,y,) thuoc D. Xét sb gia toan phan ctia ham sb tai diém M,
Af =f(x, +Ax,y, +Ay)—1f(X,,Y,)-
Ta bién ddi biéu thiic nay:
Af = [f(x0 +Ax,y, +Ay)—f(x, +Ax,y0)]+[f(xo +AX,y,) —f(xo,yo)].

Theo dinh 1y Lagrange, ton tai diém C, nam giira Yo +Ay va y,; va diém c, nam

gilta x, + Ax va x, sao cho: Af =f '(x,+Ax,¢,)+f '(c,,y,)-

Theo gia thiét ham s6 f (X,y) co cac dao ham riéng lién tuc nén ta viét duoc:
£ '(cy,y0) =1, (X, yo) + o £, (X, +Ax,¢)) =1 (X, ¥,) +P

trong d6 o, p phu thudc vao Ax,Ay va c6 gidi han bang 0 khi Ax — 0,Ay — 0.

Do d6 sb gia cia ham s6 tai diém M, duogc viét lai thanh:
Af(Xy, o) =1, '(Xg, Yo)AX + 1 (X(, ¥,)Ay + 0Ax +BAy .

Tir biéu thirc nay ta dinh nghia ham s6 kha vi.

Dinh nghia:

Néu ham s z =f(x,y) c6 biéu thiic s gia toan phan tai diém M, co thé viét & dang:
Af = AAX + BAy + aAx + BAy ,

trong do A, B 1a cac sb chi phu thu¢c x,,y, va o, ¢6 giéi han bﬁ“mg 0 khi Ax —> 0,
Ay — 0, thi f dugc goi 1a kha vi tai diém M, va biéu thirc AAx + BAy dugc goi 1a vi
phén toan phan ctia ham s f(x,y) tai diém M, , ky hiéu la df .

Néu ham sé f(x,y) kha vi tai moi diém M thudc mién D thi f(x,y) dugc goi 1a kha
vi trén mién D.

Tir bién ddi trén ta c6 mot diéu kién da vé tinh kha vi cia mot ham sb hai bién.

Pinh Iy:

Gia st ham s6 z=f(x,y) ¢ cac dao ham riéng trén mét 1an can U:

U={(x,y)|x—%, |<&]y-y, <8} ciiadiém M,(x,,y,) va cac dao ham riéng lién tuc
tai M, thi ham s0 f(x,y) kha vi tai diém M, va dz(M,) =", (M,)dx +f' (M,)dy .

CHU Y:

Néu ham s6 f (x,y) kha vi tai diém M, thi no lién tuc tai diém do.

Vi du 14:
Cho ham s6: z = f(x,y) = Xy + 2xy>.

Tu: z, ':3xzy+2y2;zy':x3 +4xy;suyra:

dz=df = (3x2y+ 2y’ )dx +(x3 +4xy)dy.

82
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4.2.4.

4.2.5.

4.2.5.1.

Tong quat, cho ham s6 u =f(x,,X,,...,X,). Vi phan toan phan cua ham so la:

du=df = ﬁdx1 +£dx2 +...+idxn .
0X, 0X, 0x

n

Néu nhu ta xét ham s6 néi trén nhu 1a ham s6 cia mot bién s6 doc lap x.;(1<i<n)
(coi cac bién s6 con lai 13 hing sb) thi vi phan cia ham mot bién tuong img duoc goi
1a vi phan riéng ctia him s6 u = f(X,,...,x,) theo bién x.. Vi phan riéng nay dugc ky
hi¢u va tinh theo cong thurc:

of

d f=-"dx,.
i Ox.

D& thay vi phan toan phan bang tong ctia cac vi phan riéng;
df =d, f+d, f+..+d, 1.
Ung dung vi phan tinh gan ding

Ta sir dung cong thirc sau day dé tinh gan dung gia tri cia ham hai bién tai mot diém:
f(x,+Ax,y, +Ay) = f(xo,y0)+f'x(x0,y0)Ax+f'y(x0,y0)Ay .

Vi du 15:
. 1,03
a) Tinh gan dung arctg——.
) g g g0’98
Xét ham s z =arctg>. Chon x, =y, =1;Ax =0,03; Ay =—0,02 .
y
Taco: z', = Y b7 g =— X :>z'(11)—l'z ‘(11)——1
T xR x> +y’ %= &7 2

Theo cong thuec:

1,03 1 1 n
arctg—— ~z(1,1)+=.0,03—=(~0,02) =—+0,025 = 0,81(rad) .
84505~ bt PLR (rad)

b

b) Tinh gin ding: A =3/(1,02)? +(0,04)* .

Xét ham s6: z=3/x” +y* . Chon x, =1,y, =0,Ax =0,02; Ay = 0,04 .

2x . 2y
———z' = ————
3\3/(X2 + y2 )2 g 3\3/(){2 + y2 )2

Suy ra: A =z(1,02;0,04) ~ z(0,1) + %.0, 02+0.0,04=1,013.

Taco: z' = :Z'X(I,O):g;z'y(l,O):O.

Pao ham riéng va vi phan cap cao

Pao ham riéng cap cao

Ta biét dao ham cép cao ciia ham mot bién s duge dinh nghia theo quy nap: dao ham
cip n bang dao ham cta dao ham cip (n -1). Di v6i ham nhiéu bién, khai niém twong
g 13 dao ham riéng va dao ham riéng cip cao.
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Cho ham s6 u =f(x,,X,,...,X,) c6 dao ham riéng theo cac bién x; trong mién D. Khi

do cac dao ham riéng f ' cling la cac ham so cta n bién s6. Dao ham riéng theo bién
X; cua dao ham riéng cap mot f ' duge goi la dao ham riéng cép hai cia ham s6
u="£(x,,..,x,) theo bién x; va x; va duoc ky hiéu la:

" S (R

S OX,0x;  OX,0X;

Tuong tu ta dinh nghia theo quy nap cic dao ham riéng cap cao hon.
Khi n =2, xét ham hai bién z="f (X,y) xéc dinh trén mién D. Ta c6 4 dao ham riéng

cap hai duogc ky hiéu nhu sau:

o(of\ of _, of _
&(a—jaf ( j (%)
o(of_of ., i@_ﬁ .
5(5j_axay‘f“(x )ay{ayj o 1 Y

Vi du 16:
Cho ham s z = x’y* —4xy’.
Taco z' =3x"y* —4y2;z'y =4x’y’ —8xy va

z", = 6xy4;z"Xy =12x’y’ -8y = Z"yx;Z"yz =12x"y* - 8x.
Nhan xét:
Trong vi du trén 2" =2z" . Tuy nhién khong phai bao git¢ dang thirc ndy ciing xay
ra. Pinh ly sau cho biét mot dic¢u ki¢n du d€ hai dao ham riéng hon hop bang nhau.
Pinh ly (Schwarz):
Néu trong mét 1an can U nao d6 cua diém M, (X,,y,) ham s6 z=f(x,y) cb cac dao
ham riéng " ,f", va néu cac dao ham riéng ay lién tuc tai M, thi f" =f",

Xy 2
tai M, .

4.2.5.2. Viphan cap cao
Dinh nghia:
Vi phan toan phan ctia vi phan toan phan du ciia ham s6 u =f (X,...,X,) duoc goi la
vi phdn toan phan cap hai cia ham s d6 va dugc ky hiéu la: d*u=d’f.
Ta tinh duoc: d*f = ii o'f

i=1 =1 aXﬁXj

dx;dx; .

Noi riéng voi n =2, ham s6 z=1f(x,y) c6 cac dao ham rié€ng cap hai, thi vi phan toan

phan cap hai cia ham s6 do la:

d’z=d(dz) =£" , (dx)* +(F ", + 1", )dxdy+£" . (dy)’.
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4.3.

4.3.1.

Gia thiet £ " va f " lién tuc, suy ra:
AT ¥ (dx)* +2f "y dxdy+f "yz (dy)*.
Vidu 17:
Cho ham s6 z=¢"cosy.
Taco: z' =e"cosy; z',=—€"siny va

n
X

" _ X PR _ X 2 B, " X
z",=e'cosy;z" =z" =—e'siny;z", =—e"cosy.

Suy ra: d°z=e*(cos ydx” — 2sin ydxdy —cos ydy®)
d’z(0, ) = —dx* +dy”.

Cuc tri cia ham nhiéu bién

Cuc tri khong diéu kién

Pinh nghia: Tap hop D < R" duoc goi 1a tap méd néu D ¢6 tinh chit, voi moi diém

M < D ton tai mot sé duong r >0 sao cho moi diém N trong khong gian n chiéu thoa
man d(M,N) <r déu thudc D.

Dinh nghia:

Cho ham s6 u = f(x,,X,,...,X,) xac dinh trén mot tap mé D va M € D. Ta n61 ham
s6 f(x,,...,x,) dat cuc tri tai diém M, néu tdn tai mot sé r >0 sao cho véi moi diém
MeD va d(M,M,) <r thi higu f(M)—f(M,) khong doi dau.

Néu f(M)—f(M,)>0 thi M, 1a diém cuc tiéu, néu f(M)-f(M,)<0 thi M, Ia
diém cuc dai. Diém M, dugc goi la diém cuec tri ctia ham sb.

Trong gi4o trinh ndy ching ta chi xét quy tic tim cyc tri ciia ham hai bién z =f(x,y).
Pinh ly 1:

Néu ham sb z=f (x,y) dat cuc tri tai diém M, ma tai diém d6 cac dao ham riéng
p=1"(M,);q=1" (M,) ton tai thi p=q=0.

Nhu vay néu dit thém gia thiét ring ham s6 z = f(x,y) c6 cac dao ham riéng thi ta da
vét hét duoc tat ca cac diém c6 kha ning xay ra cue tri. Thém nira, ta gia sir cac dao
ham riéng cap hai cling ton tai va li€n tuc trén mién xac dinh D.

Ky higw:r=£" (M);s=£f" (M);t=£" (M)

Pinh ly 2:

Gia sir z="f(x,y) c6 cac dao ham riéng dén cép hai lién tuc trong mot 1an cén nao d6

ctia diém M, (x,,Y,) - Gia strtai M taco p=q=0.Khido tai My:
e Néus’—rt<0 thi f(x,y) dat cuc tri tai M ; cuc dai néu r<0, cuc tiéunéu r>0.

e Néu s> —rt>0 thi f(x,y) khong dat cuc tri tai M, .
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o Néu s’—rt=0 thi f (x,y) co thé dat hodc khong dat cuc tri tai M, (truong hop

Bai 4: Ham nhiéu bién

nghi ngo).

Ttr hai dinh Iy trén, ta rt ra quy tic tim cyc tri.

e Budc 1: tim cac diém dung, c6 toa do 1a nghiém cua h¢ phuong trinh f' =f ', =0.

e Budc 2: tinh cac gid tri dao ham riéng cdp hai tai cic diém dung
r=f" (M);s=f" (M);t=1" (M) vaxet dau biéu thirc A =s* —1t.
o Néu A>0,ham s khong dat cuc tri tai M, .

o Néu A<0,hé1msédatcuctritai M,: >0, M, lédiémcuctiéu; r<0, M, la

diém cuc dai.
o NéuA=0, khong thé két luan M, codla diém cuyc trj hay khong.

Vidu 18:
a) Tim cuyc tri ciia ham sd z=x +y—xe”.

Tim cac diém tdi han:

Tinh cac gia tri dao ham cip hai
r=0s==1t=-1=>A=1>0
suy ra ham sb khong dat cuc tri tai diém (1,0).
b) Tim cuc trj cia ham s6 z = x> +2y’ —3x -6y .

Tim cac diém tdi han:
z' =3x-3=0 (x=+1
L 2 = __|_1
z' =6y -6=0 y==1.
Tinh cac gid tif r=2" =6x;s=2" =0;t=2" =12y.
Tai diém (1,1): A <O0,r>0:ham sb dat cuc tiéu tai (1,1).
Tai diém (-1,-1): A<0,r<0: ham sb dat cuc dai tai (-1,-1).

Tai diém (1,-1) va (-1,1): A=72> 0, ham s6 khong dat cuc tri.

4.3.2. Haman
Cho phuong trinh:

F(x,y)=0 4.1)
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trong @6 F:D — R 1a mot ham sb xac dinh trén tdp hop D c R*. V&i mdi gia tri
x =X, trong mot khoang IR nao d6 co thé c6 mot hay nhiéu gia tri Y, sao cho
F(x,,y,)=0. Khi d6 ta n6i phuong trinh (4.1) xac dinh mot hay nhiéu ham s6 an y
theo bién x trong khoang 1.
Dinh nghia:
Ham sé y(x):I— R dugc goi 1a ham sb 4n xac dinh boi phuong trinh (4.1) néu:

vx el,(x,y(x)) e D va F(x,y(x))=0.
Vidu 19:

Phuong trinh: x* +y? =4;(0 < x <2;0 < y <2) xéc dinh cho ta mot ham an

y=v4-x";(0<x<2).

Tuy nhién khong phai bao gio tir phuong trinh dang F(x,y) =0 ta ciing co thé giai ra
dugc twong minh ham an y = y(x) thanh dang ham s cua x.

Vi du nhu phuong trinh x* = y*,(x,y >0). Tuy nhién trong nhiing truong hop nhét
dinh ta c6 thé noéi vé tinh kha vi ctia ham 4an ma khong can giai tudng minh ra phuong
trinh y = y(x).

Pinh ly:

Cho phuong trinh (4.1) trong d6 F:D — R 13 mot ham sb c6 cac dao ham riéng lién
tuc trén mot tip mé DcR’. Gia st (x,,y,)€D va F(x,,y,)=0. Néu
F' (X4,¥,) # 0 thi phuong trinh (4.1) xac dinh trong mot 1an cén I=(x,-96,x,+9)
(6>0) cua x, mot ham s an y=y(x) duy nhit, thoa min diéu kién y(X,) =Y,
y(x) lién tuc va c6 dao ham lién tuc trong lan can I noi trén.

Dé tinh dao ham ham 4n, ta thay cong thitc y(x) vao phuong trinh (4.1) va thu duoc
ddng nhat thire: F(x,y(x))=0.

Pao ham hai vé theo x ta co:

"

B4y (0F,'=0= y(x) =~

y
Vi dy 20:

a) Gia sir phuong trinh x’y—y’x =a* xac dinh ham an y = y(x).
Taco: F(x,y)=x'y—y'x—a*=0.
Thay y = y(x), ta dwoc dong nhat thirc:

F(x,y)=xXy(x)-y’ (x)x—a* =0.
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Pao ham hai vé theo bién x:
3y +x’y'-3y’y'x—y =0

3)(2y—y3

=>vy'x)= 3xy2 3

b) Gia sir phwong trinh xe” +ye* —e™ =0 xéc dinh ham an y = y(x).
Tinh y'(0).
Tai diém: x =0; F(0,y(0)) = y(0)—1=0 suy ra: y(0)=1.
Taco: F(x,y)=xe’ +ye* —e™ =0.
Thay y = y(x) ta duoc dong nhat thirc:
xe' +ye* —e¥ =0.
Pao ham hai vé theo bién x:

e’ +xy'e’+y'e" +ye" —ye” —xy'e? =0.

e’ +ye" —ye”
Suy ra: y'(x) = N
xe¥ +e* —xe

Thay x=0,y =1 ¢6 y'(0)=—e.
¢) Gia st phuong trinh F(x,y) = Iny/x> +y —arctg>- =0 x4c dinh ham &n y = y(x).
X
Lay dao ham hai vé theo x, ta duoc:

X+yy' Xxy'-y
X2+y2 X2+y2

=O:>x+yy'—(xy'—y)=0.

Vi dicu kién y # x, ta tim dugc dao ham cua ham an

Xty

_X_y.

Tiép tuc lay dao ham hai vé ta co:

o +y)x-—y)-x+y)d=-y) 2(xy'-y)
e~ 2 = 2
(x—-y) (x—y)

Thay biéu thuc cua y', ta duogc:

232 4yY)
x-y)’

Tuong tu nhu vay ta c6 thé tinh ti€p cdc dao ham cap cao hon ctia ham an.

d) Tim cac diém cuec tri ciia ham an y = y(x) xé4c dinh boi phuong trinh:

X’ +y -3xy=0.
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4.3.3.

4.3.3.1.

4.3.3.2.

Pit F(x,y)=x’+y’ —3xy=0. Diéu kién d¢ ton tai ham an la: F,"'=3y’ -3x #0.

Diém dimg cia ham 4n y'(x) =0, suy ra E !'=0:

X’ +y’ —3xy =0
Giaihé: {3x> -3y =0 =x=32;y=/4
v #£X

Ta can kiém tra diéu kién du y"(x) <0. Ta co:

; L -x’
==
y ¥ —X

(y'=2x)(y" =x) - (y=x)2yy'-)
(y* -x)?

Thay x=%/§;y=%/Z;y'(%/§)=o,ta duoc y"(i/z)z—i/Z<O. Vay x =3/2 1a diém

cuc dai cia ham an da cho, ycp = 3/4 .

Suyra: y"(x) =

Cu'c tri co diéu kién

Cu’c tri co diéu kién

Trong 4.3.1 ta da xét bai toan cyc tri khong co diéu kién, tic 1a gilra cac bién doc lap
xudt hién trong ham s khong rang budc nhau. Tuy nhién trong thuc té nhiéu truong
hop giita cac bién ndy s& c6 su rang budc 1an nhau. Vi du nhu mot ngudi tiéu ding
mudbn mua hai loai hing hoa nao d6, s6 lugng mua duoc cang nhiéu thi cang thoa man
tam 1y ctia nguoi do, tuy nhién véi s6 tién mua hang c6 han thi nguoi dé budc phai lua
chon mua mdi loai san phidm bao nhiéu don vi dé dem lai loi ich t6t nhat. P6 chinh 1a
mét bai toan tim cyc tri ¢6 diéu kién.

Dinh nghia:

Cuc tri ciia ham s6 z=f(x,y) trong d6 hai bién x va y bi rang budc boi hé thirc
g(x,y) =0 la cuc tri co diéu kién.

Mot cach hién nhién ta nghi dén kha ning tir phuong trinh g(x,y)=0 co6 thé giai ra
ham an y = y(x) . Khi d6 bai toan cuc trj cd diéu kién duoc chuyén vé tim cuec tri clia
ham s6 mot bién s6 w =f[x,y(x)] =h(x). Tuy nhién trong 4.3.2 ta dd biét khong
phai bao gid ciing giai ra dwoc tudng minh cong thirc cia ham an. Do d6 ta can mot
quy tac kiém tra truc tiép, sau ddy 1a quy tic tim cuc tri c6 diéu kién.

Quy tic tim cuc tri cé diéu kién

Xét ham s6 phu:

O(x,y) =f(x,y) +Ag(X,y).
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Bién phu A goi I nhan tir Lagrange. Ta thay rang voi tat ca cac diém (x,y) thod man
diéu kién g(x,y) =0 thi hai ham s6 (X,y); ©(x,y) nhan cung mdt gia tri. Do do cuc
tri ctia ham s f(x,y) voi diéu kién g(x,y)=0 ciing 1a médt cuc tri cta ham sb
®(x,y). Do d6 cac diém ma tai d6 cuc tri c6 diéu kién xay ra phai roi vao cac diém
dimg cua ham sb ®(x,y). Ta co quy tic sau day:

Quy tic tim cuc tri ¢6 diéu kién:

e Budc 1: Xét ham sb O(x,y) =f(x,y)+Ag(x,y).

o' =0' =0

Tim cac diém dimg ctia ham phu thoa méan hé phuong trinh {
g(x,y)=0

e Budc 2: Xét hitu A=f(M)-f(M,), trong d6 M thuc lan can du bé cua M, va

chiu rang budc g(M)=0.

o Néu A>0 thi M, la diém dat cuc tiéu.

o Néu A<O0 thi M, 1a diém dat cuc dai.

o Néu A d6i dau thi M, khong phai la diém cuc tri.

Vidu 21:
Tim cuc tri ciia ham s z = Xy +2x voi diéu kién 8x + 4y =120.
g(x,y)=8x+4y—-120=0.
Xét ham so:

D(x,y) =xy+2x+A(8x +4y—120).

Tim cac diém dung cua ham phu thoa man:

8x+4y—-120=0 x=8
D '=y+2+8A=0=qy=14
O '=x+4r=0 A=-2

Xét diém M(8+h,14+k) rat gan M, (8,14). Ta co:
A=@8+h)(14+k)+2(8+h)—8.14-2.8=hk +16h +8k .
Gitra h, k ¢6 rang budc:
g(8+h,14+k)=8(8+h)+4(14+k)-120=0=k =-2h.
Thay vao biéu thirc clia A, ta co:

A=-2h*<0,Vh=0< f(M)<f(M,).

Vay M, (8,14) 1a diém cuc dai ciia ham sd, Zcp = 128.

20
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Bai 4: Ham nhiéu bién

4.3.4.

4.3.5.

Gia tri I6n nhat, gia tri nhé nhat

Hai bai toan cuc tri d xét & trén 1a cic gia tri 16n nhat, nho nhat ctia ham s6 mang tinh

chat dia phuong chi 1a 16n hon hodc nhé hon so vdi cac diém & gan diém d6.Tuy

nhién thuc té ta can tim gia tri lon nhat, nho nhat trong toan bo mién xéc dinh cua ham

s6 can xét. Sau ddy dua ra quy tic tim gid tri Ién nhat, nho nhat ciia ham nhiéu bién sd.

Ta da biét mot ham sd lién tuc trén mot mién bi chin D ¢6 ca bién thi s& dat duoc gia

tri 16n nhat, nho nhit trén mién d6. Néu f dat duoc GTLN (GTNN) trong mién D thi

diém d6 c6 thé 1a diém cuc tri. Ngoai ra f ¢6 thé dat dugc GTLN, GTNN trén bién cta

mién D, luc nay ta c6 thém rang budc do6 1a phuong trinh bién ciia D. Do d6

e Budc 1: Tim cac diém t6i han ctia ham s6 & trong mién D.

e Budc 2: Tinh toan va so sanh gia tri cia ham s6 tai nhiing diém t6i han do, va so
sanh v6i cac gia tri cia ham s tai cac gia tri trén bién tir d6 két luan.

Vi du 22:

a) Tim GTLN, GTNN ctia ham s6 z = x” +2xy —4x + 8y trong hinh chit nhat gi6i
han boi cac duong thing x=0,x=1,y=0,y=2.

2x+2y-4=0 {x =4

=

Tim diém t6i han:
2x +8 =0

V=4
Diém (—4,6) khong thuoc mién dang xét.
Trénbién x =0, 0<y<2,suyra 0<z=8y<16.
Trénbién x=1, 0<y<2,suyra -3<z=10y-3<17.
Trénbién y=0, 0<x<1;-3<z=x>-4x<0.
Trénbién y=2, 0<x<L;16<z=x>+16<17.
Tl day ta thay gid tri 16n nhat z_ = z(1,2) =17 ; gi4 tri nho nhét
z.. =z(,0)=-3.
b) Tim GTLN, GTNN ctia ham s z = x —y?, trong mién tron x* +y°> <4.
Tim diém t6i han trong mién:
2x =—-2y=0,suyra x=y=0,z(0,0)=0.
Trénbién: x*+y’ =4, 0<y’<4,tacdé 4<z=4-2y* <4
Suy ra gia tri 16n nhat z, =4 tai diém (+2;0) ; gi4 trj nho nhdt z_, = -4.
tai diém (0;12).

Ung dung trong kinh té: Bai toan tdi da hoa Igi nhuan
Céc két qua trén day 1a co so cho viée giai cac bai toan ti wu hoa. Bai toan tdi uu dit
ra 12 t61 da hoa hoic tdi thiéu hoa gia tri cia ham muc tiéu:

w=f(x,,X,,...,X,)

trong do cac bien doc 1ap x,;1<1<n phan anh cac nhéan to dau vao.
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Mot trong nhitng tién dé cta kinh té hoc thi truong 1a: Cac nha san xuat theo dudi muc
tiéu toi da hod loi nhuan. Ta xét bai toan kinh té sau day:

Bai 4: Ham nhiéu bién

Gia st mdt doanh nghiép san xuat hai loai san phém va goi Q,,Q, lan luot 1a s6 lugng
ctia san pham tha nhat va thar hai. Tong chi phi dé san xuit ra sé luong san pham d6 la:
TC=TC(Q,,Q,).

Do tinh chat canh tranh, doanh nghiép phai chap nhan gia thi truong cia cac san pham
do. Goi p,,p, 1a gia thi trudng cua hai loai san pham, khi d6 ham lgi nhuén s& 1a:

m=pQ; +p,Q, ~TC(Q,,Q,).
Bai toan dit ra 1a hay chon co cdu san pham (Q,,9Q,) dé ham loi nhuén dat gia tri 16n
nhat. Day chinh la bai toan cyc tri cua ham hai bién sb.
Vidu 22:
Gia sir ham tong chi phi ctia doanh nghiép d6 la:

TC =6Q; +3Q; +4Q,Q,
va gi4 tri cia hai san pham trén thi truong 1a p, = 60;p, = 34.
Ham loi nhuan la:
n=60Q, +34Q, -6Q; -3Q; —4Q,Q, .
Gia tri co thé dat loi nhuén tdi da 1a diém dung cua ham lgi nhuan:
o, ' =060-12Q, -4Q, =0 Q, =4
=
Ty, '=34-4Q,-6Q, =0 Ko = -
Tinh cac gia tri dao ham bac hai:
r=-12;s=—4;t=-6
suy ra A <0,r <0 do d6 ham loi nhuén dat cuc dai v6i cap gid tri (Q,,Q,)=(4,3).

Vay doanh nghiép d6 nén san xuat 4 don vi san pham thtr nhéat va 3 don vi san pham
th hai.
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TOM LUOC cuOI BAI

Trong bai ndy ching ta d nghién ciru nhiing van d¢ sau:

Bai 4: Ham nhiéu bién

e Ham nhi€u bién s6. Khai niém lién tuc ctia ham nhiéu bién so.

e Dao ham riéng. Vi phan riéng.

e Cuc tri cia ham so.

e Cuc tri c6 di€u kién ctiia ham so.

Bai nay trinh bay nhitng khai niém va két qua co ban vé phép tinh vi phan cua ham s6 nhiéu bién

s0: Binh nghia ham s6 nhiéu bién s0, mién xac dinh, cich biéu dién hinh hoc, gidi han va tinh

lién tuc cia ham s6 nhiéu bién s6, dao ham riéng va vi phan toan phan, dao ham cap cao, dao

ham theo hudng, cuc tri cia ham so nhiéu bién va tng dung ctia phép tinh vi phén vao hinh hoc.

Khi hoc, hoc vién can luu y dén su khac biét gitta ham s6 mdt bién s6 va ham so6 nhi€u bién so.

CAU HOI ON TAP

1. Néu cach tinh dao ham riéng theo tirng bién ctia ham so hai bién z = f(x,y).

2. Pinh nghia cuc tri va cuc tri c6 dicu kién ctia ham so0 hai bién. Cuc tri khong dicu kién khac
vo1 gia tri 16n nhat, gia tri nho nhat cia ham so6 trén mot mién nhu thé nao?
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Bai 4: Ham nhiéu bién

BAI TAP

1. Tim mién xé4c dinh cua cac ham s6 sau day

a) z=In(xy—-1) b) z=yx*+y* -4 -In(x+y°)

c)z= ! + ! d) z=/xIny.
JX+Y JX-—Yy

2. Tinh dao ham riéng cap mdt va cap hai ciia cdc ham so sau day

. X
a) z=y’ sin—

b) z=e""
c) z=(x+Yy")2".
3. Tinh dao ham cia cac ham sé 4n y = y(x) xéc dinh tir cac phuong trinh sau

a) arctgx—-i_yzz b) x> +2xy—~y’ =a’
a a

c) 2y—siny =2X.
4. Tim cuc trj ctia cac ham sb sau day
a) z=4(x-y)-x" -y’
b) z=x+xy+y* +x-y+1
c)z=x"+y —3xy.
5. Tim cyec tri ¢6 diéu kién cua cac ham sb sau day
a) z=xy néu x+y=1.

b) z=x’+12xy+2y” néu 4x’ +y* =25.
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