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CHÝÕNG IV: PHÝÕNG TRÌNH VI PHÂN 

I. KHÁI NIỆM VỀ PHÝÕNG TRÌNH VI PHÂN  

1. Khái niệm 

Trong toán họcờ phýõng trình vi phân là một chuyên ngành phát triểnờ có tầm quan 

trọng và có nhiều ứng dụng thực tế trong các lãnh vực khoa học kỹ thuậtờ kinh tếề Ðể 

làm quen với khái niệm phýõng trình vi phân ta xem một số bài toán dẫn tới việc thiết 

lập phýõng trình vi phân dýới ðâyề 

2. Một số bài toán dẫn tới phýõng trình vi phân  

Thí dụ 1: Cho một vật khối lýợng m rõi tự do trong không khíề Ứiả sử sức cản 

không khí tỉ lệ với vận tốc rõi là vậtấ vào thời thời ðiểm t với hệ số tỉ lệ là k ễ ếề Tìm 

v(t). 

Ta có khi vật rõi thì lực tác dụng lên vật gồm có ầ lực hút của trái ðất là mg và 

lực cản của không khí là kvậtấề ắo ðó theo ðịnh luật ỷewtonờ ta cóầ ma ụ ≠ 

với a là gia tốc của vật rõiề ỷghĩa là ta có phýõng trình ầ  

 

hay  

Ðây là phýõng trình vi phân ðể tìm hàm vậtấề 

  

Thí dụ 2: Cho một thanh kim loại ðýợc nung nóng ðến nhiệt ðộ ĩếế
o, và ðýợc ðặt 

trong 1 môi trýờng ðủ rộng với nhiệt ðộ không ðổi là ĩế
o (và nhiệt ðộ tỏa ra từ thanh 

kim loại không làm thay ðổi nhiệt ðộ môi trýờngấề Tìm Tậtấ là nhiệt ðộ thanh kim loại 

tại thời ðiểm tề 

Theo quy luật ỷewton tốc ðộ giảm nhiệt của thanh kim loại ậ ) tỉ lệ với 

hiệu nhiệt ðộ của vật thể Tậtấ và nhiệt ðộ môi trýờng ĩế
o. Do ðó ta cóầ T�ậtấ ụ -

k( T(t) � 30o ) 

Ðây là phýõng trình vi phân ðể tìm hàm Tậtấờ trong ðó k ễế là hệ số tỉ lệ và 

T(0) = 300 là ðiều kiện ban ðầu của bài toánề 

Thí dụ 3: Tìm phýõng trình y ụ fậxấ của một ðýờng cong biết rằng tiếp tuyến tại 

mỗi ðiểm sẽ cắt trục tung tại ðiểm khác có tung ðộ bằng hai lần tung ðộ tiếp ðiểmề  
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Biết rằng phýõng trình tiếp tuyến với ðýờng cong yụ fậxấ tại ðiểm ∞oậxoờ yoấ 

tại có dạngầ y- yo = f �ậxoấậx - xo ) 

Giao ðiểm của tiếp tuyến với trục tung ậ xụ ế ấ có tung ðộ là ầ  

y1 = yo - f�ậxoấậ xo ấ 

Theo giả thiết có ầ y1 = 2 yo, từ ðó có phýõng trìnhầ yo ụ f�ậxoấậ xo ấ 

Với ðiểm ∞oậxoờ yoấ là bất kỳờ nên ta có phýõng trình vi phân ầ   

3. Ðịnh nghĩa phýõng trình vi phân � Nghiệm, nghiệm tổng quát, nghiệm 

riêng, nghiệm kỳ dị của phýõng trình. 

3.1 Ðịnh nghĩa cõ bản phýõng trình vi phân 

Phýõng trình vi phân thýờng ậgọi tắt phýõng trình vi phân ấ là biểu thức liên hệ giữa 

một biến ðộc lậpờ hàm phải tìm và các ðạo hàm của nóề  

Nếu phýõng trình chứa nhiều biến ðộc lập cùng với hàm của các biến này cần phải 

tìm và các ðạo hàm riêng của hàm theo các biến thì ta gọi ðó là phýõng trình vi phân 

ðạo hàm riêng ậgọi tắt phýõng trình ðạo hàm riêngấề  

Trong chýõng này ta chỉ xét các phýõng trình vi phần ậthýờngấề ũấp ậhay bậcấ của 

phýõng trình vi phân là cấp cao nhất của ðạo hàm có trong phýõng trìnhề Thí dụ các 

phýõng trình trong các bài toán ở các thí dụ ỗềị là các phýõng trình vi phân cấp mộtề 

Tổng quát phýõng trình vi phân cấp một có dạng ầ  

F(x,y,y�ấ ụ ế  

hay y� ụ fậxờyấ 

Trong ðó ≠ là hàm ðộc lập theo ĩ biếnờ và f là hàm ðộc lập theo ị biếnề  

Một cách tổng quátờ phýõng trình vi phân cấp n có dạng ầ 

F(x,y,y�ờ��ờ y
(n) )=0 

hoặc y
(n) = f(x,y,y�ờ�ềềờy

(n-1) ) 

Thí dụ 4: 

a) Các phýõng trình sau là phýõng trình vi phân cấp ữầ xy�
2 + siny = 0 

 

b) Các phýõng trình sau là phýõng trình vi phân cấp ị y��ụ ĩy� ự ịxy ự sinx 
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3.2. Nghiệm - nghiệm tổng quát của phýõng trình vi phân 

3.2.1. Nghiệm: 

Nghiệm của phýõng trình vi phân là một hàm yụ  (x) ( hoặc dạng  (x,y) = 0 ) mà 

khi thay vào phýõng trình vi phân ta có một ðồng nhất thứcề ẩhi ðó ðồ thị của y ụ  
(x) trong mặt phẳng ðýợc gọi là ðýờng cong tích phân của phýõng trình vi phân  

Thí dụ 5: Hàm số yụịx là nghiệm của phýõng trình  

Ngoài ra ờ y ụ ũxờ với hằng số ũ bất kỳờ cũng là nghiệm của phýõng trình vi 

phân nói trênề Tuy nhiên nếu ðặt thêm ðiều kiện nghiệm yậxoấ ụ yo ậ gọi là 

ðiều kiện ðầuấ thì chỉ có ữ nghiệm thỏa là y ụ ũox với , tức là chỉ có ữ 

ðýờng cong tích phân ði qua ðiểm ∞oậxoờyoấ   

3.2.2. Nghiệm tổng quát � nghiệm riêng � nghiệm kỳ dị  

Qua thí dụ ỏ ở trên ta thấy nghiệm của một phýõng trình vi phân có thể có dạng y ụ  
(x,C) , với ũ là hằng sốờ và ta gọi ðó là nghiệm tổng quátề  

Với mỗi ũo ta có một nghiệm là y ụ  (x,Co), và gọi là một nghiệm riêngề ỷghiệm 

riêng của phýõng trình vi phân là nghiệm nhận từ nghiệm tổng quát khi cho hằng số ũ 

một giá trị cụ thểề  

Tuy nhiên có thể có những nghiệm của phýõng trình mà nó không nhận ðýợc từ 

nghiệm tổng quátờ và ta gọi ðó là nghiệm kỳ dịề 

Thí dụ 6: phýõng trình có nghiệm tổng quát là y ụ sinậxựũấờ nhýng yụữ 

vẫn là ữ nghiệm của phýõng trình nhýng không nhận ðýợc nghiệm tổng quátề 

Về mặt hình họcờ một nghiệm tổng quát cho ta một họ các ðồ thị của nó trong mặt 

phẳngờ và ta gọi là họ các ðýờng cong tích phânề 

4. Bài toán Cauchy - Ðịnh lý tồn tại duy nhất nghiệm 

Hai thí dụ sau ðây cho thấy một phýõng trình vi phân có thể không có nghiệmờ hoặc 

không có nghiệm tổng quátề 

Thí dụ 7: Phýõng trình ầ y�
2 = -1 không có nghiệm thựcề 

Phýõng trình ầ không có nghiệm tổng quát vì chỉ có duy nhất là y ụ ế 
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Tuy nhiên với bài toán ðiều kiện ðầuờ còn gọi là bài toán ũauchyờ thì ta có ðịnh lý sau 

về sự tồn tại duy nhất nghiệmề 

   

4.1. Ðịnh lý tồn tại và duy nhất nghiệm ậ Ðịnh lý ỳicard ấ  

Nếu fậxờyấ liên tục trong một miền hình chữ nhật ắầ a  x  b, c  y  d và ∞oậxoờyoấ 

là ữ ðiểm trong của ắề ẩhi ðó bài toán ũauchy ầ  

tìm y thỏa ầ y� ụ fậxờyấ thỏa ðiều kiện yo ụ xo có ít nhất một nghiệm y ụ  (x) khả vi 

liên tục trên một khoảng mở chứa xoề  

Ngoài ra nếu fy� cũng liên tục trên ắ ậcó thể trên một khoảng mở chứa xoề nhỏ hõnấ 

thì nghiệm ðó là duy nhất  

Thí dụ 8: Xem bài toán ũauchy ầ  

Có hai nghiệm là ầ y ụ ế và (thực ra có nhiều nghiệmấờ nhý vậy không thỏa 

tính duy nhất ờ vì không liên tục trong lân cận ðiểm ậếờếấ 

Thí dụ 9: Xem bài toán ũauchy ầ  

Với xo  0 có ữ nghiệm duy nhất là y ụ ũox ờ  

Với xo ụ ếờ yo  0 không có nghiệm vì ðýờng cong tích phân y ụ ũx không thể ði qua 

(0, yo) với yo  0 . Khi ðó hàm không liên tục tại ậếờ yoấề ũòn tại ậếờếấ thì 

bài toán lại có vô số nghiệmờ vì tất cả các ðýờng cong tích phân ðều ði qua ậếờếấ 

II. PHÝÕNG TRÌNH VI PHÂN CẤP 1  

1. Phýõng trình tách biến (hay biến phân ly) 

a) Là phýõng trình vi phân có dạng ầ f1(x) + f2(y).y� ụ ế hay f1(x)dx + f2(y)dy = 0 (1) 

b) Cách giải ầ ỡấy tích phân phýõng trình ậữấ thì có ầ 

hay  
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Thí dụ 1 : Giải phýõng trình vi phân ầ y � ụ ậ ữ ự y
2). ex 

Phýõng trình ðýợc ðýa về dạng ầ 

 

c) Lýu ýầ  

Phýõng trình ầ f1(x) g1(y) dx + f2(x) g2(y). dy = 0 (2) 

Nếu g1(y)f2(x)  0 thì có thể ðýa phýõng trình trên về dạng phýõng trình 

tách biến bằng cách chia ị vế cho g1(y)g2(x) ta ðýợc ầ 

(3) 

Nếu g1(y) = 0 thì y ụ b là nghiệm của ậịấề ỷếu f2(x) = 0 thì x ụ a là nghiệm 

của ậịấề ũác nghiệm ðặc biệt này không chứa trong nghiệm tổng quát của 

phýõng trình ậĩấ 

Thí dụ 2: Giải phýõng trình vi phânầ ậy
2 - 1) dx - ( x2 + 1) y dy = 0 

Với y
2 - 1  0 ta có ầ 

 

Ngoài nghiệm tổng quát này ta nhận thấy còn có ị nghiệmầ y ụữ và y = -1 

   

2. Phýõng trình ðẳng cấp cấp 1  

a). Là phýõng trình vi phân có dạng ầ (4)  
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Từ ậởấ có ầ y ụ xu --> y� ụ u ự xu�ề  

Thế vào ậởấ cóầ u ự xu� ụ fậuấ 

có thể ðýa về dạng phýõng trình tách biến ầ 

(5) 

Lýu ý: Khi giải phýõng trình ậỏấ ta nhận ðýợc nghiệm tổng quát khi fậuấ � u  0. Nếu 

f(u) � u = 0 tại u ụ a thì có thêm nghiệm y ụ axề 

Thí dụ 3: Giải phýõng trình vi phânầ  

Ðặt y ụ xuờ ta có phýõng trình ầ  

 

Ngoài ra do fậuấ ụ u  tg u = 0  u = k x, nên ta còn có thêm các nghiệm ầ y ụ k 
x, với kụ ếờ  1,  2, ��ề 

  

Thí dụ 4: Giải phýõng trình vi phânầ  

Chia cả tử và mẫu của vế phải cho x
2 ta ðýợc ầ 

 

Ðặt y ụ xu ta cóầ  

Lấy tích phân ta có ầ 
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thế , ta ðýợc ầ  

Với ðiều kiện ðầu ầ x ụ ữờ y ụ ữờ ta ðýợc nghiệm riêngầ x
3 + 3xy2 = 4 

  

b). Chú ý: phýõng trìnhầ (6) 

có thể ðýa về dạng phýõng trình ðẳng cấp nhý sauầ 

b1) Nếu ị ðýờng thẳng a1x + b1y + c1 = 0 , và a2x + b2y + c2 = 0 cắt nhau tại 

(x1, y1), thì ðặt X ụ x - x1, Y = y - y1 , thì phýõng trình ậẳấ ðýợc ðýa về dạng ầ 

 

b2) Nếu ị ðýờng thẳng a1x + b1y + c1 = 0 , và a2x + b2y + c2 = 0 song song 

nhau, khi ðó có ầ nên phýõng trình ậẳấ ðýợc ðýa về dạng ầ 

(7) 

khi ðó ðặt u ụ , phýõng trình ậứấ trở thành phýõng trình tách biếnề 

Thí dụ 5: Giải phýõng trình vi phân ầ  

Giải hệ phýõng trình ầ  

ta có ầ x1=1, y1=2  

Ðặt X ụ x - 1, Y = y - 2 , thì có ầ 
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Ðặt u ụ , ta có ầ 

 

hay làầ x
2 + 2xy � y2 + 2x + 6y = C 

   

3. Phýõng trình vi phân toàn phần 

a). Là phýõng trình vi phân có dạng ầ  

P(x,y) dx + Q(x,y) dy = 0 (8) 

Nếu vế trái là vi phân toàn phần của một hàm số Uậxờyấờ nghĩa là ầ dUậxờyấ ụ ỳậxờyấ 

dx + Q(x,y) dy 

(theo chýõng ĩờ ỗVềữềờ thì ðiều kiện cần và ðủ làầ ) 

Khi ðó từ ậ≤ấ ờ ậạấ ta có ầ dUậxờyấ ụ ế 

Vì thế nếu yậxấ là nghiệm của ậ≤ấ thì do dUậxờyậxấấ ụ ế cho ta ầUậxờyậxấấ ụ ũ ậạấ 

Ngýợc lại nếu hàm yậxấ thỏa (9) thì bằng cách lấy ðạo hàm ậạấ ta có ậ≤ấề 

Nhý vậy Uậxờyấ ụ ũ là nghiệm của phýõng trình ậ≤ấ 

   

b). Cách giải thứ nhất ầ  

Giả sử ỳờ ẵ trong ậ≤ấ thỏa , ta có U thỏaầ 

dU(x,y) = P(x,y) dx + Q(x,y) dy 
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Lấy tích phân biểu thức , thì do y ðýợc xem là hằng số nên ta có ầ  

(10) 

trong ðó ũậyấ là hàm bất kỳ theo biến yề ỡấy ðạo hàm biểu thức ậữếấ theo biến 

y và do , ta ðýợc ầ 

 

từ phýõng trình vi phân này tìm ũậyấ 

  

Thí dụ 6: Giải phýõng trìnhầ ậx
2 + y2) dx + (2xy + cos y) dy = 0 

Ta cóầ  

 

 , vậy sẽ có hàm Uậxờyấ thỏaầ  

 

Lấy tích phân hệ thức thứ nhất theo xờ ta cóầ  

 

Lấy ðạo hàm biểu thức này theo yờ và nhớ thì có ầ ịyx ự 

C�ậyấ ụ ịxy ự cos y 

C�ậyấ ụ cos y  

C(y) = sin y + C 
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Vậy có nghiệm của phýõng trình làầ  

c). Cách giải thứ hai ậdùng tích phân ðýờng loại ịấầ  

Vì dUậxờyấ ụ ỳậxờyấ dx ự ẵậxờyấ dy 

(theo theo chýõng ĩờ ỗVềữềờ thì ðiều kiện cần và ðủ là ầ ) 

Nên ầ  

    (11) 

Thí dụ 7:  

Giải phýõng trìnhầ ậx ự y ự ữấ dx ự ậx � y2 + 3) dy = 0 

Ta có ầ  

 

 , vậy sẽ có hàm Uậxờyấ thỏaầ  

 

Sử dụng công thức ậữếấ ậvới xo ụ ếờ yoụếấờ có ầ 

 

Vậy ta có nghiệm của phýõng trình vi phân ầ  
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4. Phýõng trình vi phân tuyến tính cấp một 

a). Là phýõng trình vi phân có dạngầ y� ự pậxấ y ụ fậxấ ậữữấ 

trong ðó pậxấờ fậxấ là các hàm liên tụcề  

Nếu fậxấụếờ ta cóầ y� ự pậx) y = 0 (12) 

Phýõng trình ậữịấ gọi là phýõng trình tuyến tính thuần nhấtề 

b). Cách giảiầ  

Với phýõng trình ậữịấờ có (13) 

Với phýõng trình ậữữấờ có thể giải bằng phýõng pháp biến thiên hằng số tức 

là tìm nghiệm của nó ở dạng ậữĩấ nhýng coi ũ là hàm sốờ dạng ầ 

(14) 

Lấy ðạo hàm ậữởấờ thay vào ậữữấờ có ầ 

 

hay :  

từ ðó ờ cóầ  

Vậy ầ (15) 

Công thức (15) nói chung khó nhớờ nên tốt nhất là cần nhớ các býớc tính toán 

của phýõng pháp biến thiên hằng số ðể lặp lạiề 

  

Thí dụ 8: Giải phýõng trìnhầ y� � y.cotg x = 2x.sinx 

Phýõng trình thuần nhất có nghiệmầ  
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Tìm nghiệm phýõng trình không thuần nhất ở dạngầ y ụ ũậxấề sin x 

Thế vào phýõng trình ban ðầuờ ta ðýợc ầ 

C�ậxấ sin x ự ũậxấ cos x � C(x) cos x = 2x sin x 

C�ậxấ ụ ịx  C(x) = x2 + C 

Vậy ầ y ụ x
2 sin x + C sin x 

Thí dụ 9: Giải phýõng trìnhầ xy� � 3y = x2 

Ðýa về dạng chuẩn ầ  

Nghiệm tổng quát phýõng trình thuần nhất ầ  

 

Tìm nghiệm ở dạng y ụ ũậxấ x
3. Thế vào phýõng trình ban ðầu ta có ầ ũ�ậxấx

3 
+ 3C(x) x2 � 3C(x) x2 = x 

 

Vậy ầ  

Chú ý: Nếu coi x là hàm số theo biến y thì phýõng trình tuyến tính ðối với hàm số x 

có dạng ầ  

Thí dụ 10: Giải phýõng trìnhầ  

Phýõng trình này không tuyến tínhề Tuy nhiên nếu coi x là hàmờ y là biến ta có 

: 

 

Ðây lại là phýõng trình vi phân tuyến tính ðối với hàm xề ỷghiệm tổng quát 

của phýõng trình thuần nhất có dạng ầ 
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Tìm nghiệm của phýõng trình không thuần nhất dạng ầ , ðýa 

vào phýõng trình ban ðầuờ có ầ 

 

Vậy ầ x ụ ũ esiny � 2siny � 2 

   

5. Phýõng trình Bernoulli  

a). Là phýõng trình vi phân có dạng ầ y� ự pậxấ y ụ fậxấ y ,   1 (16)  

b). Cách giải ầ Ðýa về dạng ầ y
- y� ự pậxấ y

1- = f(x) 

Ðặt z ụ y
1- , ta ðýợc z� ụ ậữ- ) y- y�ờ nên phýõng trình ậữẳấ có dạng tuyến tính ầ 

 

hay là ầ z� ự ậữ -  )P(x) z = (1- )f(x) 

Thí dụ 11: Giải phýõng trìnhầ  

Ðây là phýõng trình ửernoulli với  = ½ ề ũhia ị vế cho ta ðýợc ầ 

Thí dụ 12: Giải phýõng trìnhầ  

Phýõng trình này không tuyến tínhề Tuy nhiên nếu coi x là hàmờ y là biến ta có ầ 

 

Ðặt , thế vào phýõng trình trênờ ta cóầ  
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Nghiệm tổng quát của phýõng trình thuần nhất týõng ứng bằng ầ 

 

Tìm nghiệm phýõng trình không thuần nhất dạng ầ z ụ ũậxấề x2 

Thế vào ta có ầ  

 

 

III. PHÝÕNG TRÌNH VI PHÂN CÂP HAI GIẢM CẤP ÐÝỢC  

1. Các khái niệm cõ bản về phýõng trình cấp hai 

1.1. Phýõng trình vi phân cấp hai có dạng ầ  

   F(x,y,y�ờy��ấ ụ ế hay y��ụfậxờyờy�ấ 

   Bài toán ũauchy của phýõng trình vi phân cấp hai là tìm nghiệm của phýõng trình 

trên thỏa ðiều kiện ðầu ầ yậxoấ ụ yo ờ 
    y�ậxoấ ụ y�o  

Thí dụ 1: Giải phýõng trình ầ  

   y�� ụ x ự cosxờ biết yậếấ ụ ữ ờ y�ậếấ ụ ĩ 

   Ta cóầ 

     

   Cho x =0 , y =1 => C2 =1. Cho y�ậếấ ụ ĩờ ta có ũ1 = 3. Vậy nghiệm bài toán là ầ 

 

    Thí dụ ữ trên cho thấy phýõng trình vi phân cấp thýờng phụ thuộc vào hai tham số 
C1, C2, và chúng ðýợc xác ðịnh nhờ hai 
    ðiều kiện ðầuề  
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1.2. Ðịnh lý tồn tại và duy nhất nghiệm bài toán ũauchy 

Bài toánầ  y��ụ fậxờyờy�ấ ậữấ 

     y(xo) = yo , y�ậxoấ ụ y�o (2) 

Nếu fậxờyờy�ấ ậtheo ĩ biến xờ yờ y�ấ và các ðạo hàm liên tục trong miền ĩ 

chiều  , và ậxoờyoờ y�o) là một ðiểm trong  . Khi ðó bài toán ũauchy có duy nhất 
một nghiệm y ụ  (x) xác ðịnh liên tụcờ hai lần khả vi trên một khoảng ậaờbấ chứa xo 

Hàm số phụ thuộc hai hằng số y ụ  (x,C1, C2) gọi là nghiệm tổng quát của phýõng 

trình vi phân cấp hai ậtrong miền  ) nếu nó thỏa phýõng trình vi phân cấp hai với 

mọi hằng số ũ1, C2 (thuộc một tập hợp nào ðóấ và ngýợc lại với mọi ðiểm ậxoờyoờ y�o) 
trong  ðều tại tại duy nhất ũo1, Co2 sao cho y =  (x, Co1, Co2) là nghiệm của bài 

toán ũauchy với ðiều kiện ðầuề 

Nhý vậy từ nghiệm tổng quát y ụ  (x,C1, C2) cho các giá trị cụ thể ũ1=C1�ờ ũ2=C2� ta 

có nghiệm riêngầ y ụ  (x,C1�ờ ũ2�ấ 

Lýu ý: Nếu nghiệm tổng quát tìm ra ở dạng ẩn  (x,y,C1,C2) = 0 thì nghiệm riêng 

cũng ở dạng ẩn  (x,y,C1�ờ ũ2�ấ ụ ế 

2. Phýõng trình cấp hai giảm cấp ðýợc 

Phýõng trình có dạng ầ y�� ụ fậxấ 

Dễ dàng tìm ðýợc nghiệm của phýõng trình này sau hai lần lấy tích phân  

 

Thí dụ 2: Giải phýõng trình vi phânầ y��ụ sin x cos x ự ex 

Ta có ầ 
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3. Phýõng trình khuyết y  

Phýõng trình có dạng ầ ≠ậxờy�ờy��ấ ụ ế 

Cách giải ầ Ðặt p ụy� ta có phýõng vi phân cấp một ≠ậxờpờp�ấ ụ ếờ giải ra tìm p ụ  
(x,C1) và khi ðó ầ  

 

Thí dụ 3: Giải phýõng trìnhầ xy�� ự y� ụ x
2 

Ðặt p ụ y�  p�ụy��ờ ta có ầ  

ðây là phýõng trình vi phân tuyến tínhề Ứiải ra ta ðýợc ầ  

Qua ðóờ ta cóầ  

   

4. Phýõng trình khuyết x 

Phýõng trình có dạng ầ ≠ậyờy�ờy��ấ ụ ế 

Cách giải ầ Ðặt p ụy�ờ và coi y là biếnờ và p là hàm số theo biến yề Ta có ầ 

 

Nhý vậy ta có phýõng trình dạng cấp ữầ  

Thí dụ 4: Giải bài toán ũauchyầ 

yy�� ự y�
2 = 0, y(1) =2 , y�ậữấ ụ ½ 

Ðặt , ta ðýợc ầ 
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Từ ðây có ị trýờng hợpầ 

p = 0 , nghĩa là y� ụếề ỷghiệm này không thỏa ðiều kiện ðầuờ bỏ 

d(py) = 0  yp = C1 

Vậy ydx ụ ũ1 

Khi x = 1 , y =2, y�ụ ½ cho nên ầ  

Ta cóầ  

Cho x= 1, y =2 ta ðýợc ũ2= 1. 

Tóm lại nghiệm phải tìm làầ  

 

IV. PHÝÕNG TRÌNH TUYẾN TÍNH CẤP HAI  

1. Khái niệm chung  

1.1. Phýõng trình tuyến tính cấp hai có dạng ầ  

y��ự pậxấy� ự qậxấy ụ fậxấ ậữấ 

với các hàm số pậxấờ qậxấờ fậxấ xác ðịnh và liên tục trên khoảng ậaờbấề ẩhi ấy với mọi 

xo  (a,b) và mọi giá trị yoờ y�o ta có bài toán ũauchy ðiều kiện ðầu ầ yậxoấ ụ yoờ 

y�ậxoấ ụ y�o 

có nghiệm duy nhất trên ậaờbấ  

Phýõng trình y��ự pậxấy� ự qậxấy ụ ế ậịấ 

Ðýợc gọi là phýõng trình thuần nhất týõng ứng của phýõng trình ậữấ 
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1.2. Ðịnh lý ữầ (Về nghiệm tổng quát của ỳhýõng trình không thuần nhấtấ  

Nghiệm tổng quát của phýõng trình không thuần nhất ậữấ có dạng ầ y ụ yo ự yr 

trong ðó yo là nghiệm tổng quát của phýõng trình thuần nhất týõng ứng ậịấ và yr là ữ 

nghiệm riêng nào ðó của phýõng trình ậữấ 

   

2. Phýõng trình thuần nhất, nghiệm tổng quát 

2.1. Ðịnh lý ịầ 

Nếu y1(x), y2(x) là nghiệm của phýõng trình thuần nhất ậịấ thì y ụ ũ1y1(x) + C2y2(x) 
cũng là nghiệm của phýõng trình ậịấ 

Chứng minh: Thật vậyờ ta có ầ 

y��ự pậxấy� ự qậxấy ụ[ũ1y1��ự ũ2y2��] ự pậxấ [ũ1y1�ự ũ2y2�]yữ� ự qậxấ [ũ1y1+ 
C2y2] 

                              = C1[y1��ự pậxấy1� ự qậxấy1 ] + C2[y2��ự pậxấy2� ự qậxấy2] = 
0 + 0 = 0 

(do y1(x), y2(x) là nghiệm của ậịấ nên biểu thức trong [] của biểu thức cuối bằng ế ấ 

Vậy y ụ ũ1y1(x) + C2y2(x) là ữ nghiệm của ậịấ 

2.2. Ðịnh nghĩaầ  

Các hàm y1(x), y2(x) ðýợc gọi là ðộc lập tuyến tính trên khoảng ậaờbấ nếu không tồn 

tại các hằng số  1,  2 không ðồng thời bằng ế sao cho ầ  

 1y1(x) +  2y2(x) = 0 trên ậaờbấ 

(Ðiều này týõng ðýõng với ầ trên ậaờbấ ấ 

Thí dụ 1:  

+ Các hàm y1(x) = x , y2(x)= x2 là ðộc lập tuyến tính 

+ Các hàm y1(x)= ex, y2(x)= 3 ex là phụ thuộc tuyến tính   

2.3. Ðịnh lý ĩầ  
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Xem các hàm y1(x), y2(x) là các nghiệm của phýõng trình thuần nhất ậịấề ẩhi ðó 

chúng ðộc lập tuyến tính với nhau khi và chỉ khi ðịnh thức sau khác không ầ 

 

( ðịnh thức trên gọi là ðịnh thức Vronski ấ  

2.4. Ðịnh lý ởầ (Cấu trúc nghiệm của phýõng trình thuần nhấtấ 

Nếu các hàm y1(x), y2(x) là các nghiệm ðộc lập tuyến tính của phýõng trình thuần 

nhất ậịấờ thìầ 

y = C1y1(x) + C2y2(x) với các hằng số bất kỳ ũ1, C2 sẽ là nghiệm tổng quát của 

phýõng trình ðóề 

Thí dụ 2: Chứng tỏ rằng phýõng trình y�� � 4y = 0 có nghiệm tổng quát y ụ ũ1e
2x + 

C2 e
-2x 

Thật vậyờ kiểm tra trực tiếp dễ thấy rằng y1 = e2x và y2 = e-2x là các nghiệm của 

phýõng trình trênề ∞ặt khácờ nên chúng ðộc lập tuyến tínhề Vậyầ y ụ 

C1e
2x + C2 e

-2x 

là nghiệm tổng quát của phýõng trình trênề 

2.5. Biết một nghiệm của ậịấờ tìm nghiệm thứ hai ðộc lập tuyến tính với 

nó  

Giả sử y1(x), là một nghiệm của phýõng trình thuần nhất ậịấề Khi ðó có thể tìm 

nghiệm thứ ị ðộc lập tuyến tính với y1(x) ở dạng ầ y2(x) = u(x) y1(x), trong ðó uậxấ  
const . 

Thí dụ 3: Biết phýõng trình y�� � 2y� ựy ụ ế có ữ nghiệm y1 = ex. Tìm nghiệm thứ 

hai ðộc lập tuyến tính với y1(x). 

Việc kiểm tra lại y1 = ex là ữ nghiệm là dễ dàngề Tìm y2(x) = u(x) ex  

 y�2 = ex u + ex u� ờ y��2 = ex u + 2ex u� ự ịex
 u�� 

Thay vào phýõng trình ðã choờ có ầ 

ex (u�� ự ịu� ự uấ - 2ex (u + u�ấ ự ex u = 0 

 2ex u�� ụ ếờ u�� ụế ờ u ụ ũ1x + C2  

Vì cần u  const, nên có thể lấy ũ1 = 1 , C2 = 0, nghĩa là u ụ xờ y2 = x ex  
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Nghiệm tổng quát có dạng ầ y ụ ũ1ex + C2x ex  

3. Phýõng pháp biến thiên hằng số tìm nghiệm riêng  

Ðể giải phýõng trình không thuần nhất cần phải biết nghiệm tổng quát của phýõng 

trình thuần nhất mà ta vừa tìm hiểu ở mục ịề ỷgoài ra còn cần tìm ữ nghiệm riêng của 

nó và có thể tìm ở dạng giống nhý nghiệm tổng quát của phýõng trình thuần nhấtờ tức 

là ở dạngầ y ụ ũ1y1(x) + C2 y2(x) (3) 

trong ðó y1(x), y2(x) ðộc lập tuyến tínhờ nhýng xem ũ1, C2 là các hàm số ũ1(x), C2(x). 

Ðể dễ tìm ũ1(x), C2(x) ta ðýa thêm ðiều kiện ầ 

C�1(x) y1(x) + C�2(x) y2(x) = 0 (4) 

Với ðiều kiện ậởấờ lấy ðạo hàm ậĩấờ ta ðýợcầ 

y� ụ ũ1y�1(x) + C2 y�2(x) (5) 

y�� ụ ũ1y1��( x) + C2 y2��ậxấ ự ũ�1y�1(x) + C�2 y�2(x) (6) 

Thay (3), (5),(6) vào ậữấờ có ầ 

C1y1��ậ xấ ự ũ2 y2��ậxấ ự ũ�1y�1(x) + C�2 y�2(x) + p[C1y�1(x) + C2 y�2(x) ] + 
q[C1y1(x) + C2 y2(x) ] = f(x) 

Hay: 

C1[ y1��ậ xấ ự pũ1y�1(x) + qC1y1(x) ] C2 [ y2��ậxấ ự py�2(x) + q y2(x) ] + 
C�1y�1(x) + C�2 y�2(x) = f(x) 

Do y1, y2 là nghiệm của ậữấ nên suy raầ  

C�1y�1(x) + C�2 y�2(x) = f(x) (7) 

Nhý vậy ũ�1 , C�2 thỏa hệ ầ 

 

   

Thí dụ 4: Giải phýõng trình x
2y�� ự xy� - y = x2  

Ðýa về dạng chính tắc ầ  

Trýớc hết xét phýõng trình thuần nhất týõng ứngầ  
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Có thể tìm ðýợc ữ nghiệm của nó là y1 = x. Nghiệm thứ hai ðộc lập tuyến tính 

với nó có dạng ầ y2 = xu(x) 

 y�2 = u + xu� ờ y��2 = 2u� ự xu�� 

thế vào phýõng trình thuần nhấtờ ðýợc ầ 

 

Ðây là phýõng trình cấp hai giảm cấp ðýợc bằng cách ðặt p ụ u� ta ðýợc ầ 

 

Cho nên ầ  

Do u  const và chỉ cần ữ nghiệm nên chọn ũ1=1, nên 

. Vậy nghiệm tổng quát của phýõng trình thuần nhất 

có dạng ầ  

Việc còn lại là cần tìm một nghiệm riêng của phýõng trình không thuần nhất 

bằng phýõng pháp biên thiên hằng sốờ dạng ầ  

 

Với ũ1, C2 thỏa ầ 
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Vì chỉ cần chọn ữ nghiệm riêngờ nên có thể chọn cụ thể c1 = 0 , c2 = 0. vậy 

, cho nên ầ  

 

và nhý vậy nghiệm tổng quát của phýõng trình ban ðầu là ầ 

 

Lýu ý: Nếu vế phải của phýõng trình vi phân có dạng tổng của ị hàm số fậxấ ụ f1(x) 
+ f2(x), thì khi ðó có thể giải phýõng trình với riêng vế phải là từng hàm f1(x), f2(x) ðể 
tìm nghiệm riêng là yr1, yr2. Cuối cùng dễ kiểm lại làầ nghiệm riêng của phýõng trình 

ban ðầu là yr ụ yr1, yr2 (theo nguyên lý chồng chất nghiệmấề 

V. PHÝÕNG TRÌNH VI PHÂN TUYẾN TÍNH HỆ SỐ HẰNG  

1. Khái niệm chung  

y(n) + a1y
(n-1) + a2y

(n-2) +��ề ự any ụ fậxấ ậữấ 

trong ðó a1, a2,��ềềờ an là các hằng số  

Trong phần sau ta trình bày kỹ phýõng trình cấp haiề 

   

2. Phýõng trình cấp hai thuần nhất  

Xét phýõng trình ầ y�� ự py� ự qy ụ fậxấ ậịấ 

trong ðó pờ q là hằng số  

Ta tìm nghiệm của nó ở dạng ầ y ụ ekx ậĩấ 

Thế ậĩấ vào ậịấ ta cóầ ậk
2 + pk +q) ekx = 0 

 (k2 + pk +q) = 0 (4)  
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Phýõng trình ậởấ gọi là phýõng trình ðặc trýng của phýõng trình ậịấờ và cũng từ ậ4) 
cho thấy y ụ ekx là nghiệm của ậịấ khi và chỉ khi k là nghiệm của ậởấề ắo ðó dựa vào 

việc giải phýõng trình bậc ị nàyờ ta có các khả nãng sauầ 

a). Phýõng trình ðặc trýng ậởấ có ị nghiệm phân biệt k1,k2 ( > 0): Khi ðó ị nghiệm 

y1 = ek1x , y2 = ek2x là ị nghiệm riêng của ậịấờ và nên ị nghiệm 

riêng này ðộc lập tuyến tínhề Vậy khi ðó nghiệm tổng quát của ậịấ sẽ làầ y ụ ũ1ek1x + 
C2ek2x 

b). Phýõng trình ðặc trýng ậởấ có ữ nghiệm kép k ậ = 0). Khi ðó nghiệm y1 = ekx là 

1 nghiệm riêng của ậịấờ và nghiệm riêng thứ hai ðộc lập tuyến tính với nó có dạng y ụ 

u(x).y1 
= u(x).ekx 

y2� ụ kềekx ề uậxấ ự u�ậxấềekx  

y2��ụ k
2.ekx.u(x) + 2ku�ậxấềekx ự ekxềuậxấ�� 

Thế vào phýõng trình ậịấ ta có ầ 

(k2.u + 2ku�ự u��ấ ekx ự pậku ự u�ấ ekx ự q ekxu ụ ế 

 u�� ự ậịk ựpấu� ự ậk
2 + pk + q)u = 0 

Do k là nghiệm kép của ậởấ nên ầ  

k = -p/2  2k +p = 0 và ậk
2 + pk + q) =0 

từ ðó ầ u�� ụ ế  u = C1x + C2 

Do chỉ cần chọn ữ nghiệm nên lấy ũ1 = 1, C2 =0 , và nhý thế có ầ y2 = x ekx  

Và nghiệm tổng quát của ậịấ làầ y ụ ậ ũ1+ C2x) ekx 

c). Phýõng trình ðặc trýng ậởấ có ị nghiệm phức liên hiệp k1,2 =    ,   0 ( < 0). 
Khi ðó ị nghiệm của ậịấ có dạng ầ 

 

 

Khi ðó ầ  
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cũng là ị nghiệm của ậịấ và nên chúng ðộc lập tuyến tínhề  

Từ ðó ta có nghiệm tổng quát của ậịấ là ầ y ụ ậ ũ1cos  x + C2 sin  x) e x  

Thí dụ 1: Giải phýõng trình ầ y�� ự ĩy� � 4y = 0 

Phýõng trình ðặc trýng týõng ứng có dạng ầ  

k2 + 3k -4 = 0  k1 =1 , k2= -4 

Vậy nghiệm tổng quát của phýõng trình thuần nhất là ầ y ụ ũ1ex + C2e
-4x 

  

Thí dụ 2: Giải phýõng trình ầ y�� ự ởy� ự ởy ụ ế 

Phýõng trình ðặc trýng týõng ứng có dạng ầ  

k2 + 4k +4 = 0  k1,2 =2 

Vậy nghiệm tổng quát của phýõng trình là ầ y ụ ậũ1 + C2 x)e2x 

  

Thí dụ 3: Giải phýõng trình ầ y�� ự ẳy� ự ữĩy ụ ế 

Phýõng trình ðặc trýng týõng ứng có dạng ầ  

k2 + 6k +13 = 0  k1,2 =-3  2 i 

Vậy nghiệm tổng quát của phýõng trình thuần nhất làầ 

y = ( C1 cos 2x + C2 sin 2x)e-3x 

3. Phýõng trình cấp hai không thuần nhất vế phải có dạng ðặc biệt  

Xét phýõng trình vi phân cấp hai hệ số hằng không thuần nhất ầ  

y�� ự py� ự qy ụ fậxấ ậỏấ 

Qua việc trình bày tìm nghiệm tổng quát của phýõng trình cấp hai thuần nhất týõng 

ứngờ và dựa vào ðịnh lý ịờ mục ỗỗềữ ằằ thì ðể có nghiệm tổng quát của ậỏấ ta cần tìm 

ðýợc ữ nghiệm riêng của ậỏấề  

Ngoài phýõng pháp biến thiên hằng số ðã trình bàyờ dýới ðây trình bày phýõng pháp 

hệ số bất ðịnh ðể tìm một nghiệm riêng cho ậỏấ khi vế phải có dạng ðặc biệt thýờng 

gặpề 
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3.1 Vế phải fậxấ ụ e x Pn(x)  

trong ðó ỳnậxấ là ða thức cấp nờ  là một số thựcề  

Khi ðó ta tìm nghiệm riêng của ậỏấ ở dạngầ yr ụ uậxấ ẵnậxấ ậẳ) 

với ẵnậxấ là ða thức cấp n có ậnựữấ hệ số ðýợc xác ðịnh bằng cách thay ậẳấ vào ậỏấ và 

ðồng nhất ị vế ta có ậnựữấ phýõng trình ðại số tuyến tính ðể tìm ậnựữấ hệ sốề ổàm 

u(x) có dạng cụ thể là ầ 

a). Nếu  là nghiệm ðõn của phýõng trình ðặc trýng ậởấờ uậxấ = xe x và khi 

ðóầ yr ụ xe x Qn(x) 

b). Nếu  là nghiệm kép của phýõng trình ðặc trýng ậởấờ uậxấ ụ x
2e x và khi 

ðóầ yr ụ x
2e x Qn(x) 

c). Nếu  không là nghiệm của phýõng trình ðặc trýng ậởấờ uậxấ ụ e x và khi 

ðóầ yr ụ e x Qn(x) 

Thí dụ 4: Giải phýõng trình ầ y�� -4y� ự ĩy ụ ĩ e
2x  

Phýõng trình ðặc trýng týõng ứng có dạng ầ  

k2 - 4k +3 = 0 có nghiệm k1 =1 , k2= 3  

nên nghiệm tổng quát của phýõng trình thuần nhất týõng ứng làầ y ụ ũ1ex + C2e
3x 

Mặt khác số  = 2 không là nghiệm của phýõng trình ðặc trýngờ nên nghiệm riêng tìm 

ở dạng yr ụ ồe
2x (do Pn(x) =3 ða thức bậc ế ấờ thay vào phýõng trình ðã cho cóầ 

4Ae2x - 8Ae2x + 3Ae2x = 3e2x  A = -3 

Vậy nghiệm tổng quát của phýõng trình là ầ  

y = C1ex + C2e
3x 
�3e2x 

   

Thí dụ 5: Giải phýõng trình ầ y�� ựy ụ xex ự ĩ e
-x  

Phýõng trình ðặc trýng týõng ứng có dạng ầ  

k2 +1 = 0  k1,2 =  i2  

nên nghiệm tổng quát của phýõng trình thuần nhất týõng ứng làầ yo ụ ũ1cos x C2 sin 
x 

Do vế phải là tổng của ị hàm f1 = xex , f2 = 2e-x nên ta lần lýợt tìm nghiệm riêng của 

phýõng trình lần lýợt ứng với vế phải là f1, và f2 :  
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+ Với f1 = xex thì  = 1 không là nghiệm của phýõng trình ðặc trýng ờ ỳnậxấ ụ 

x nên nghiệm riêng có dạng ầ yr1 = (Ax+B)ex 

+ Với f2 = 2e-x thì  = -1 cũng không là nghiệm của phýõng trình ðặc trýng ờ 

Pn(x) = 2 nên nghiệm riêng có dạng ầ yr2 = Ce-x 

Theo nguyên lý xếp chồngờ nghiệm riêng của phýõng trình ðã cho ðýợc tìm ở dạng ầ 

yr = (Ax+B)ex + Ce-x  

 yr � ụ ậồxựửấex
 - Ce-x + Aex  

 yr�� ụ ậồxựửấex
 + Ce-x + 2Aex  

Thế vào phýõng trình ðã choờ có ầ  

2Axex + (2A+2B)ex + 2Ce-x = xex + 2e-x  

Từ ðóờ ta có ầ ịồ ụữờ ịồ ự ịử ụ ế ờ ịũ ụị  

  

Vậy nghiệm tổng quát của phýõng trình là ầ  

 

3.2. Vế phải fậxấ ụ e x [ Pn(x) cos  x +Qm(x) sin  x ]  

Trong ðó ỳnậxấờ ẵmậxấ là ða thức bậc nờ m týõng ứngờ  ,  là các số thựcề  

Khi ðó ta tìm nghiệm riêng của ậỏấ ở dạngầ  

yr = u(x) [ Rs(x) cos  x + Hs(x) sin  x ] (7) 

( = 0 sẽ týõng ứng trýờng hợp ðã nêu ở trênấờ với s ụ max {mờn}ờ Ởsậxấờ ổsậxấ là ða 

thức bậc s với ịậsựữấ ðýợc xác ðịnh bằng cách thay ậứấ vào ậỏấ và ðồng nhất ị vế ta 

có các phýõng trình ðại số tuyến tính ðể tìm các hệ sốề ổàm uậxấ có dạng cụ thể là : 

a). Nếu    là nghiệm của phýõng trình ðặc trýng týõng ứngờ uậxấ ụ e x và 

khi ðó yr ụ e x [ Rs(x) cos  x + Hs(x) sin  x ] 

b). Nếu    không là nghiệm của phýõng trình ðặc trýng týõng ứngờ uậxấ ụ 

xe x và khi ðó ầ  

yr = e x [ Rs(x) cos  x + Hs(x) sin  x ] 

Thí dụ 6: Giải phýõng trình ầ y�� ự y ụ sin x  
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Phýõng trình ðặc trýng týõng ứng có dạng ầ  

k2 +1 = 0 có nghiệm k1,2 =  i2  

nên nghiệm tổng quát của phýõng trình thuần nhất týõng ứng làầ yoụ ũ1cos x C2 sin x 

Ở ðây  = 0,  =1, nên   i =  i là nghiệm của phýõng trình ðặc trýngề ∞ặt khácờ 

do n =m=0, cho nên s ụ ếề Vậy nghiệm tổng quát ðýợc tìm ở dạngầ yr ụ 

x(Acosx+Bsinx) 

 yr� ụ xậ -Asinx + Bcosx) + (Acosx+Bsinx) 

 yr�� ụ ịậ -Asinx + Bcosx) + x( -Acosx - Bsinx) 

 yr� ự yr ụ -2Asinx + 2Bcosx = sinx 

 -2A = 1, 2B =0  A= -1/2 , B = 0 

Vậy nghiệm riêng là ầ  

Và nghiệm tổng quát là ầ  
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BÀI TẬP CHÝÕNG 4 

I. Chứng tỏ rằng hàm số y = f(x) là nghiệm của phýõng trình vi phân týõng 

ứng  

1) xy�� � y� ụ ế    y = x 2 ;  y =1 ; y = c1x
2 + c2 

2)  

a) y =  

3) x2y� ự xy ụ exờ  

4) yy��ụ ịậy�ấ
2 - 2y� 

a) y = 1 ;  

b) b) y = tgx 

II. Giải các phýõng trình vi phân sau: 

1. x( y2 
� 1 )dx - ( x2 + 1)ydx = 0 

2. (x2 - xy)dx - (y2 + x2)dy = 0 

3. (x2 + 2xy)dx + xydy = 0 

4. y�cosx - ysinx = sin2x  

5. y = xy� ự y�lny 

6. y� - xy = -  

7. xy� ụ ịậx - ) 

8. y� ự sinậxựyấ ụ sinậx-y) 

9. y�ụị
x-y , y(-3) = (-5) 

10. y� ụ ex
+y + ex-y , y(0) = 0 



 
GIÁO TRÌNH TOÁN CAO CẤP A2 

Sýu tầm by hoangly85 124 

11. y� ụ  

12. y�cos
2x + y = tgx 

13. y�ự = x2 y4 

14. y�cosx ự y ụ ữ � sinx 

15. (2xy +3)dy � y2dx = 0 ( coi x là hàm số ấ  

16. (y4 + 2x)y� ụ y ậ coi x là hàm số ấ  

17.  

18. ydx + ( x + x2y2)dy = 0 ( coi x là hàm số ấ  

III. Giải các phýõng trình vi phân cấp 2 sau: 

1) y�� ự y� ụ ế 

2) y�� ự yy� ụ ế 

3) y�� ụ ậy�ấ
2 

4) 2(y�ấ2 = (y - 1)y�� 

5) y��2 = 1 + y�2 

6) y�� ụ y�ey 

7) (y + y�ấy�� ự y�
2 = 0 

8) 3y�2 = 4yy�� ựy�
2 

9) yy�� � y�2 = y2lny 

IV. Giải các bài toán Cauchy sau: 

1) xy�� ự y� ụ ếờ yậữấ ụ -3, y�ậữấ ụ ị 

2) 2y�� ự y�
2 = -1, y(-1) = 2, y�ậữấ ụ ế 

3) y��ậx2 + 1) = 2xy�ờ yậếấ ụ ữề y�ậếấ ụ ĩ 

4) yy�� � y�2 = 0, y(0) = 1, y�ậếấ ụ ị 
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5) y�� ự  

6)  

7) Cho phýõng trình , r(0) = R, r�ậếấ ụ vo 

Xác ðịnh vo ðể khi t -->  thì r -->   

(bài toán tìm vận tốc vũ trụ cấp haiấ 

V. Phýõng trình tuyến tính cấp hai  

1)Các hàm sau có ðộc lập tuyến tính hay khôngầ 

a) (x + 1) và ậx
2 � 1) 

b) x và ậịx ự ữấ 

c) lnx và lnx
2 

2) Giải phýõng trình khi biết một nghiệm là y1  

a) y�� ự y ụ ế ờ biết y1 = cosx 

b) x2y�� � 2y = 0, biết y1 = x2 

c) y�� � y� � 2y = 0, biết y1 = e-x 

d) 4x2y�� ự y ụ ếờ x ễ ếờ biết y1 =  

e) x2y�� - 5xy� ự ạy ụ ếờ biết y1 = x3 

f) (1-x2)y�� � 2xy� ự ịy ụ ếờ biết y1 = x 

3) Tìm nghiệm tổng quát phýõng trình ầ  

xy�� � (2x + 1)y� ự ậx ự ữấy ụ ế 

4) Giải phýõng trìnhầ xy�� ự y� ụ x
2 

5) Giải phýõng trìnhầ y�� ự  



 
GIÁO TRÌNH TOÁN CAO CẤP A2 

Sýu tầm by hoangly85 126 

Biết một nghiệm của phýõng trình thuần nhất týõng ứng là ầ  

VI. Phýõng trình vi phân tuyến tính hệ số hằng 

Giải các phýõng trình sauầ 

1) y�� - 2y� � 3y = 0 

2) y�� ự ịỏy ụ ế 

3) y�� � 2y� ựữếy ụ ếờ  

4) y�� ự y� ụ ếờ yậếấ ụ ữờ y�  

5) y�� - 10y� ự ịỏy ụ ếờ yậếấ ụ ếờ y�ậếấ ụ ữ 

6) y�� -2y� -3y = e4x 

7) y�� ự y� -2y = cosx � 3sinx 

8) y�� � 6y� ự ≤y ụ ĩx
2 +2x +1  

9) y�� ự ởy ụ sinịx ự ữ ờ yậếấ ụ  

10) y�� � y = x.cos2x 

11) y�� � 2y� ự ịy ụ exsinx 

12) y�� ự y ụ tgx 

13) y�� ự ởy ụ cosịxờ yậếấ ụ y  

14) y�� ự ỏy� ự ẳy ụ  

 
 
 
 
 


